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ПРЕДИСЛОВТЕ, 


Книга эта закиючаеть въ себф кинематическую часть курса аналити- 
ческой механики, который я читаю лицамъ, знакомымь съ основашями 
дпфференщальнаго и интегральнаго исчисленйй. 

Принятое въ пастоящее время раздфлене аналитической механики на 
двф части, Кинематическую и Кинетическую, установилось по мЁёрё раз- 
вия науки и необходимость его указана уже давно авторитетами, 50 
торымъ аналитическая механика обязама своимъ настоящимъ состояшемъ. 

Аналитическая механика имфоть тВеную связь съ одной сторолы съ 
геометрией; съ другой — съ натуральной философией; первая свазь про- 
заляотся въ кинематикВ, вторая—въ кинетнкв. 

Натуральною философею называютъ, со временъ Ньютона, всю систему 
наукъ, занимающихся изслфдоваемъ законовъ матерьяльнаго ма Н пред- 
сказашемъ, на основаши этихъ законовъ, новыхъ явлешй, еще не наблю- 
денныхъ. 

По опредфленю, данному Ньютономъ въ предисломи къ первому из- 
даншю его книги: РЫЙоворшае паага!з рииеция тафБешайса, аназити- 
ческая, или, какъ онъ называеть, Ращональная Механика есть точная 
нвука, трактующая о движевяхь, производимыхъ данными силами, и о 
силахъ, потребныхъ для произведеня данныхь движеюй. 

Это опредёлене по видимому не полно; въ немъ, изпримбрь, умал- 
чиваетсн о тёхь случаяхъ, когда матерьяльныя тфла, подверженныя дЪй- 
стыю силь, находятся въ покоф. Однако, вопросы этого рода могутъ 
подразумваться, какъ частные случаи вопросовъ динамическихь, тавъ 
какъ покой можно разсматривать, какъ частый случай движешя. 

Съ другой стороны нельзя и требовать, чтобы опредфлене всего объема, 
пауки могло быть высказано въ двухъ, трехъ фразахь; пазначеше опре- 
дблевя состоить въ указами цфли науки и мфста ея по отношеню #ъ 
наукамь съ нею сроднымъ. 

Сопоставляя въилеприведенныя опредъленя Натуральной Философ!и 
и Механики, мы видимъ, что посяздняя должна служить основашемь 
первой; из этомь мфстё мы, дйствительно, находимъ механику, какъ у 
Ньютона, такъ и у новфйшихъ авторовъ (напр. у Томсона и Тета). 


И 


Связь механики съ геометрией обусловливается тфиъ, что прежде раз- 
смотрёня зависимости между движешемъ матерьяльныхь тБлЪ и причи- 
нами движешя, мы должны изучить, -какъ замфтиль д’Аланберь, —теорно 
движеня геометрическихь и матерьяльныхь объектовь независимо отъ 
причинъ, производящихь движен!е; эта теор1я движезя, по почиву Ампера, 
называется Кинематикою, 

Хотя кинематика болфе принадлежать въ геометри, чВыъ къ меха- 
никф, такь какъ она основывается только на акбомахъ чистой матема- 
тики и, Екромф того, мноме вопросы кинематаки имфють скорёе геоме- 
трический, чёмъ механическй иптерест, но, однако, приходится ее раз- 
сматривать даже въ настоящее время какъ часть мехавики, яотому 110 
многя, разематриваемыя въ ней, качества движен!я (скорость, ускоревю, 
угловая скорость и проч.) имфють весьма важное значеше въ Механик» 
и почти не разсматриваются въ геометрии. 

По сказаннымь причинамъ, мы раздфляемь механику на: 

винематическую часть, въ которой разематривается движен!е незави- 
симо отъ причинь его, и н& 

кинетическую часть, въ которой разсматривается зависимость между 
движенемьъ маторм и прязинами, его производящими. 

Система изложешя кинематической части, принятая мною, не заииство- 
вана ни у котораго изъ извфетвыхь ияф азторовь механики; но я не могу 
утверждать, чтобы она принадлежала мнф всецфло, во-первыхъ, потому, 
что во иногихь мёстахь я елфдоваль примбру Дюгамеля, Бура, Сомова 
и другихь, во-вторыхъ, потому, что порядок изложешя, которому я 
слфдую, является необходимымь по требовашю настоящаго времени; я 
полагаю, что въ тавомъ порядкЪ излагают топерь механику почти вездф 
и надфюсь, что одновременно съ моимъ курсомъ появятся гдф-либо курсы 
другихъ авторовъ, изложенные подобнымь же образомъ. 

Нфкоторыми примфрами, помфиенными въ книгВ, я обязань знаком- 
ству съ работами нашихь русскихь ученыхь: Г’. Нрофессоровъ Окатова, 
В. Цингера, Жуковскаго и другихъ. Издфюсь впослёдетв?и присоединить 
къ этимъ примбрамъ большее число задачь для упражневя по аналити- 
ческой механик®. 


Д. Бобылевъ. 


С.-Петербург, 
21-го Сентября 1880 года. 


ПРЕЦИСЛОВИЕЕ 


къ 8-му издан!ю. 


Въ этомъ издани измЬненъ пе только порядокъ изложевя, но также 
и способъ вывода формулъ Кинематики, 

Первая глава осталась въ томь же вилЪ, какъ и въ предылущихь 
двухъ издашяхь; затВмъ слёдуеть вторая глава; объ ускорени въ абсо- 
лютпомъ движенш. Начало главы третьей: объ абсолютномъ движеши 
твердаго тфла помбщено въ томъ же видф, какъ и въ предыдущемъ изла- 
ни, но къ концу $ 27 сдфлано прибавлене, въ которомъ праведены 
формулы преобразовазя координать эх, у, 2, Е; у, ©, съ обозначешемь 
косинусовъ угловъ между осями, принятыми вь Нуасеововой ТгаНё 4е 
тобсатаце. Здесь введены Эйлеровы углы 8, Фи ф, причемь показаны 
сооотяотеня между этими углами и моими $, жиз и приведены выра- 
женя косинувовъ а, 6, с; &', $, с’, а", 8", с" въ фунющяхъ угловъ 8, , $. 

Отяосительно трехъ угловъ, опредфляющихь взаимное положенше не- 
подвижныхь и подвижныхь направленй осей, слёдуеть замфтить, что вы- 
боръ этихъ угловъ можеть быть сдфланъ на 10 способовъ, смотря по 
тому, отечитываются ди углы оть положительнаго или отрицательнаго 
направленя оси. Въ самомъ дёлВ, углы ф можно считать оть положи- 
тельной оси @ иди оть отрицательной оси 2 до положительной или 
отрицательной оси 2, что дасть намъ два различные взаимно-дополни- 
тельные до 180° угла. Затфиъ уголь ж можно отсчитывать оть положи- 
тельной или отрицательной осы Х.овъ до положительной или отрица- 
тельной лини №, что дветъ два различные по веяачинв угла же, а вели 
считать оть положительной или отрицательной оси У-овъ, то получится 
еще два различные угла ж, итого четыре. Уголь э можно считать отъ 
лоложительной или отрицательной лаши № до положительной или отри- 
дательной оси Я или до положительной или отрацательной оси У, что 
дасть четыре различвые угла э. Всего 10 различныхъ способовъ. Выборь 
способа произволенъ и можеть быть сообразованъ съ цфлью раземотр?- 
Ня того или другого вопроса о движени твердаго тВла. 

Послф того, что заключается въ $ 28-мъ, излагается послёдовательно 
сначала кинематика простёйшихъ движеншй твердаго тёла, а именно: по- 
стулательнаго, врашательнаго вокругъ неподвижиой оси, движешя твер- 
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дато тЬла параллельно неподвижной плоскости и винтового движеня 
вокругь неподвижной оси. 

При вращеши тёла вокругь оси я держусь принятаго въ теоретиче- 
ской механик условнаго расположеня трехъ взаимно перпендикуляр- 
ныхъ направлен: 1) направлешя вектора, изображающаго угловую ско- 
рость (вдоль по оси вратйенйя), 2) направлев!я кратчайшаго ‘разстояя 
оть оси до той точки тБла, скорость которой разсматривается и 3) на- 
правлен!я этой скорости; первое, второе и третье паправлевя располо- 
жены такъ, какъ расположены взаимно-перпепдикулярлыя направлен, 
параллельныя положительнымь осямь 07, ОХ, ОУ ва чертежё 1-мъ. 
СлЁловалельно, еели стать ногами въ оконечность кратчайшаго разстоявя 
на оси, головою по направлешю угловой скорости и смотрёть ва точку 
тТЬла, то вращательная скорость ея будеть направлена слфва на право. 

Изь чертежа 1 видно, что при вращени слфва на право вокругь ост 
07 будемъ переходить оть оси ОХ къ оси ОУ, при вращения слфва 
на право вокругъ’оси ОХ будемъ пе- 


Чарт. 1. Черт. П. Черт. Ш. Черт. ГУ. 


реходить оть оси ОУ вь оеи ОЙ и при вращени слЪва на право во- 
вругь оси ОУ будемъ переходить оть оси ОЙ къ 0еи ОХ. 

Если при равномфрномь вращени тВла вокругь оси 07 слфва на 
право, тьло’будеть перемЫтаться равномбрно по положительному на- 
правленю оси 09, то точка его, отстоящая оть оси ОЙ въ разстоянта 
В, опишеть па цилиндрЪ того же радуса ллвовинтовую лин, изобра- 
женную из чертежь ПЕ. Тавя винтовыя лини встрфчаются только въ 
исключительныхь случаяхъ, когда это необходимо, веЪ же обыдновенные 
винты нарфааются по иравовинииовымь линямь. 

Поэтому вращене слфва на право приводать насъ къ лавымь вин- 
тамъ и должно быть названо лдеымз вращенйемз. Стало быть, стрёлки 
часовъ, если смотрфть на циферблать, совершають. лфвыя нращеншя. 
Однако этимь афвымъь зращешемь, сафва на право, мы воогда будемъ 
поаьзоватьея 80 вофхъ разсуждещяхь теоретической ‘механики. 

Въ электродинамияВ во воВхЪ разсужденяхь и вызодахъ обыкновенно 
говорится о яравыль вращеняхь, т. е. о вращешяхь съ права на лЪво. 
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Н. \Уебег въ книгб: Пе рагбеНеп О1Йегепбаюесолсеп дег ша/рета- 
Ывевеп Рнуз опредфляеть вращение вправо слфдующими словами: если 
стать по ваправленю оси, то точки вращающаго твла будуть казаться двя- 
жущимися от» права глаза их ливому. Съ этимъ вращешемъ связана 
система положительныхь направленшй взаимно-ортогональныхь осей ОХ, 
ОУ, 02, изображенная на чертежё П. Очевидно, 06% системы черг. Ти 
черт. П яе могуть быть совифщены одна съ другою, совершенно такъ, какъ 
нельзя надфть перчатку правой руки на лфвую, не вывернувъ перчатку на- 
изнанку. Вь систехЪ П-й при правомъ вращенш вокругь оси ОХ пере- 
ходимъ отъ оси ОХ къ оси ОУ и т. д. Если равномфрно вращать вправо 
твердое твло вохругъ оси ОЙ (черт. П) и равномфрно подвигать его по по- 
ложительному направлен ю этой оси, то каждая точка его будеть опиеы- 
вать право винтовую линмио (черт. ГУ). Можно еще добавить, что, когда мы 
ввинчиваемь правый винть напр. помощью отвертки, то мы нажимаем 
отвертку впередз (отз себя) и виъет»ь с ттъмз вращаемь ве слива на 
2раво; то же самое дфлается при ввинчиваюи пробочника въ пробку. 

Излагая кинематику твердаго тфла, вращающагося вокругъ непод- 
вижной точки и затВыъ совертающаго какое бы то ни было движеше, 
я прежде всего вывожу выраженая проэкщй скоростей, ускорен!й и угло- 
вой скорости на оси координать, неизмфнно связанныя съ твердымъ т- 
зомь, потому что въ механикЪ твердаго тВла почти всегда ветрфчаются 
эти провкдри, т. е. для угловой скоробти р, 4, г. Я вывожу выражешя 
посзфднихь въ производныхь оть угловъ 0, ж, э и привожу выражешя 
ихъ же въ эйлеровыхь углахъ.и производныхь оть нихь #. Въ. особомь 
параграфВ я выложу также и выражешя Р, ©, В, т. е. проэвщй угло- 
вой скорости на неподвижныя оси, а также и выраженя проэещй ско- 
ростей точекъ твла на эти осн, но никакого примфневшя этихъ формуль 
я въ кинематикЪ не длаю. 

Въ глав® ТУ я излагаю кинематику относительнато движешя точки 
по отношению къ неизыфняемой сред. Здфеь точно также выводятся 
выраженя проэкшй разныхъ векторовъ на оси неизмфнво-связанныя съ 
твердымъ тВломъ, 

Въ глав8 У-й я говорю объ относительномъ движенш одного твер-‘ 
даго твла по отвошевню въ другому твердому тёлу, имя въ виду, глав- 
нымъ образомь, показать правила соединейя вращенй вокругь парал- 
леньныхъ и вокругь пересфкающихся осей. 

Въ главЪ УТ-й я излагаю кинематику относительнаго движеня по 
отношению къ движущейся и деформирующейся измфняемой средв. 

‚ Д. Бобылевть. 


' 1904-го годв, Мая 16-го дна. 
Куярви (Выборгской губ). 
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ВВЕДЕНГЕ. 


1. Аналитическая, Теоретическая или Ращональная Механика учитъ: 

Опредфлять зависимость между двмжешемг матеральныхь эмьль и 
причинами, производящими или измфняющими движеше 

и опредфлять условя, при которыхъ матертальныя тфла, подверженныя 
дФйствию тажихъ причинъ, могуть оставаться въ покоф или двигаться 
извфетнымь образомт, 

2. Всякое движеше совертается въ пространств и во времени; по- 
слфднйя суть понямя первоначальныя и простфйпия и поэтому не нуж- 
даюцтяся въ опредфленяхъ, 

Движен!е матеральнаго твла есть совокупность движенй вефхъ его 
точекъ. 

Движен!ю точки есть послфдовательный и непрерывный переходъ ея 
черезъ точки пространетва, совершаюлийея съ теченемъ времени, 

3. Всякое матеральное тЪло имЪеть нфкоторое строен и обладаеть 
яфкоторыми физическими свойствами. 

Подъ строешемъ тфла понимается: форма или видъ ограничивающей 
его поверхноети, видъ поверхностей, ограничивающихъ его части ий в0- 
обще взаимное расположене всфхъ частей его, кажь крупныхъ, такъ и 
самыхъ мельчайшихъ. 

Изм нен1я въ строеши тфла называются деформащями. 

Таня тЬла, которыя ни отъ какихь причинъ не претерифвають ни- 
какихь деформаций, называются вполнф твердыми или неизмЗнаемыми т5- 
лами; можно сказать, что: зивердое или неизмюняемое этьло есть такое. 
65 которомз разстоля между кажбыми двумя точками, принадлежа- 
эщими ему, остаются ненамьнными, хакё бы тльло ни двнаалось и ка- 
химз бы причинам» движеня или условямь оно ни было подвержено. 

Такя тВла называются также идеально-твердыми, такъ какъ въ дЪй- 
ствительности ви одно вещество не удовлетворяеть условю полной не- 
измзняемости въ строгомъ смысл этого слова; твердыя, въ физическомъ 
смыелй, тЬла приближаются. къ этому идеалу болфе или менфе, смотря 
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по свойствамъ вещества, виду тБла, величинамъ и направлешямъ прило- 
женныхЪъ силъ. 

Одно изъ физическихь свойствъ, присущихь всякому дЪйствительному 
матеральному тВлу, есть инершя. 

Одно изъ проявлен свойства инерщи заключается въ томъ, что тВло, 
находящееся въ покоф, не можеть безъ причины придти въ движен. 

А. Причилы, нризодящя покоющееся тёло въ движеше, называются 
силами. 

Другое проявлене свойства инерши заключается въ томъ, что, по пре- 
кращеши дЪфйствя сияъ на движущееся тёло, движене его не ирекра- 
щается, но сохраняеть нфкоторую опредфленяую форму, опредфлене ко- 
торой мы сдёлаемъ послф; но теперь условимся называть это движеше, 
сохраняющееся въ тёлЪ посяф прекращеня дЪйстыя силъ на него, дви- 
‹ жешемь по инерщи. 

Движене по инерши не можеть ни уничтожиться, ни видить свою 
форму безъ новаго дЪйстыя силъ. 

Такимъ образомъ можно сказать, что прачины движен:я суть двоя- 
каго рода: 

а) дьйствю силъ, 

6) свойство инерши. 

5. Прежде чЪмъ приступить къ предмету собственио Теоретической 
Механики, придется условиться относительно опрелфленйя нфкоторыхъ но- 
нямй присущихъ движенцо и существенно необходимых въ Теоретиче- 
ской Механик; эти поязия суть: скорость, ускорене, угловая скорость 
и ускореню и проч. 

При этомъ мы будемъ разсматривать движеше независимо оть про- 
изводящихь его причилъ. 

Учеве © движени, разематриваемомъ незавиенмо отъ причинъ его 
производящихъ, называется Винематикою; сравпивъ это опредфлене съ 
вышеприведеннымь опредБлешемь Теоретической Механики, мы должны 
будемъ заключить, что Кинематика не составляеть, въ строгомь смыслё 
слова, части 'Георетической Механики; это есть, скорфе, часть Геометр/и, 
именно Геометря движеня; несмотря на это, при настоящемь состоя 
Математическихь наукъ, приходится, въ силу необходимости, причислять 
Кинематику къ Теоретической Механик, разсматривая ее какъ геоме- 
трическое взедеше въ поелфднюю. 

Посл Кинемалической части мы изложимъ 1$ положешя и гипотезы, 
на которыхъ основывается Теоретическая Механика. 

Поелёдняя раздёляется, какъ извзетно, на Статику и Динамику; въ; 
первой разсматриваются вопросы о равнов@и тлъ (если выражаться | 
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точно, то слфдуеть сказать: вопросы о равновёфи силъ, приложенныхъ 
къ покоющимся тёламъ), во второй—вопросы о движени тёль, 

Статика и Динамика капельно-жидкихь и газообразныхь тЬль, теор 
упругости и равновфе!я сыпучихь тЬть и проч., суть епещальные отдёлы 
Теоретической Механеки, 

Ером# того, въ курсахъ Теоретической Механики посвящается особая 
глава теори силъ, дфйствующихь на разстоявяхъь и имфющихь такъ на- 
зываемый потенщалъ. 


ЧАСТЬ КИНЕМАТИЧЕСКАЯ. 


ГЛАВА Г. 
Абсолютное движене и скорость точки. 


\ 


странства, совертающёйся съ течешемь времени послёдовательно и не 
прерывно. . 

Пространство и всё точки его мы понимаемъ неподвижными, поэтому 
неподвижна и всякая лишя и всякая поверхноеть, проведенная черезь 
точки пространства: мы проводимъ въ про- 
странств® три взаимно перпендикулярныя 2 
плоскости и принимаемь ихъ за плоскости 
У02, 20Х, ХОУ прямоугольныхь прямо- 
линейныхь координать, помощью которыхъ 
выражаемъ положен точекъ въ простран- 
ствЪ. Пересфчещя отихь плоскостей, так» 0 х 
называемыя оси координатъ, мы обозначаенъ 
чрезь ОХ, ОУ, ОЙ (черт. 1}; каждая ось 
имфеть положительную и отрицательную сто- У 
рону; положительныя стороны осей распо- Черт. 1. 
ложены такъ, что наблюдатель, стоящий но- 
тами въ О — началв координать, прислонивпийся къ положительной 
оси 20въ н смотрашй вдоль по положительной оси Х-овъ, будетъ 
инфть положительную ось У-овъ вправо (черт. 2 и 3). Если намъ слу- 
чится разсматривать какой-либо вопросъ, въ которомъ положене точки 
опредфляется координатами на плоскости ХОУ, то мы всегда будемъ 
предполагать такое именно относительное расположен!е осей ОХ и ОУ. 

` Время считается отъ какой-либо эпохи или начальнаго момента и 
измбряетея числомъ единиць времени, протевтихь оть начальной эпохи 
до разсматриваемаго момента; время, прошедшее отъ эпохи до момента 
бывтато ранфе эпохи, есть величина отрицательная. 


$1. Абсолютное движене точки есть нереходъ ея черезь точки про- 
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За единицу времени мы будемъ принимать секунду средняго времени; 
въ звФэдныхь суткахь заключается 86164,09 такихь секупдъ. Въ тёхъ 
случаяхь, когда будеть принята другая единица времени, будеть сдфлано 
надлежащее указанше. 

Подвижная точка не можеть находиться одновременно въ нъсколь- 
кихъ точкахь пространства, по можеть побывать въ нихъ #0сльдовательно 
въ разные моменты времени; нереходъ ея изъ одной точки пространства 
въ другую, находящуюся въ конечномь разстонным оть первой, совер- 


Хх 0 х 


У 


Черт. > Черт. 3. 


шается черезь промежуточныя точки непрерывно, такъ что движущаяся 
точка чертить въ пространств непрерывную лин, называемую тразк- 
зпорею абсолютная движеня точки. 


—— 


$2. Абоолютныя координаты движущейся точки суть величины пе- 
ремфиныя (2, у, 2), непрерывно изифняющёяся съ течешемъ времени #, 
инф суть нёхоторыя фувкиия времени: 


2—1, (0, у= р, а= р... Ц) 


Чтобы виолнз знать абсолютное движеше точки, надо чтобы были 
даны эти функщи 7, (0, Г, (#), р, (® или чтобы имфлись средетва и дая- 
ныя для ихъ опредфленя. 

Если Г, /., }. извфетны, то, по искяюченши изъ раненствъ (1) ‘вре- 
мени $, мы получимь 06а уравнешя кривой линш, соединяющей всф ть 
точки пространства, через» которыя движущаяся точка проходить при дан- 
помъ движеши, т е.,мы получимъ уравненя траэктори этого движевня. 

Примпры: 

Примёрь 1-й 


х=а-ним, у=ё+№, в=е+ 1. 
Уравненя траэктор/и: 


это есть прямая Лина, проходящая черезь ту точку пространства, коор- 
динаты которой суть: а, 2, с; направлеше этой ляши составляеть еъ осями 
координать таке углы А, в, %, косинусы которыхь пропорщюнальны ве- 


личинамь а, 8, 1 


505 А: 08 в: 608% = а: В 


Примфръ 2-й. 


Движен точки происходить въ плоеко- 
[®) х 
сти ХУ. ' 
#2 
=, 9=5; = 0. 
Уравнене траэктори: У 
р 
= а в=0 Черт. 4. 


- И 


показываеть, что это есть парабола, инфющая вершину въ О и главную 
ось по оси У (черт; 4). 


Примфръ 3-й 
2 
2 = а = 4= 0. о х 
Уравнеше тразктории: 
= 8, ы 
25% а’ Чорг. 5. 


это — тоже парабола, вершина которой не находится въ начал коорди- 
нать (черт. 5). - 


$ 3. Во многихъ случаяхь, для удобства анализа, выражають поло- 
жене движущейся точки помощью координать другой системы, напр. косо- 
угольной, полярной, сферической и др., смотря по характеру движеня. 
Мы здесь дадимь необходимыя указаня относительно поларныхъ коор- 
динать на плоскости, полуполярныхъ и сферическихъ координат въ трехь 
измфрендяхь, которыми намъ нерфдко придется пользоваться. 

Сферичеекня координаты какой-либо точки М суть; 

т =ОМ — длина ращуса вектора ея, т. в. растояние точки М оть 
основи й точки О О — полюса системы (черт, 6), ®_„- Зеро ра 

Ф МОР — уоль, составляемый ращусомъ Фектбромь в СЪ 06 
лишею ОР — нолярвою осью системы, ф= х09 — даны уголь, 
составляемый плоскостью МОР съ овновною плоскостью РОХ, которую 
можно назвать плоскостью перваго`меридала. 

Вев точки, которын имфють одну и ту же координату г—= А, лежать 
на поверхности сферы, имфющей центръ въ О и ращусъ равный В. 


—ю- 


Вев точки, которыя имфютъ одну и ту же координату ф =, лежать 
на конической поверхности, иифющей вершину въ О, и производяпия 
которой составляютъ съ полярною осью уголь равный Ф. 

Веб точки, которыя ичфють одну и ту же координату ф= 4, лежать 
вЪ ОДНОЙ и той же плоскости меридюнальной, т. в, проходящей черезъ 
полярную ось; уголь Ф опредфляеть эту плоскость. 

Эти поверхности называются хоорбинатными поверхностями. 

Все пространство занято тремя системамн коордипатныхь поверх- 
ностей: 

1) Сферами, имбющими центрь въ полюсв 0; ралусы сферь имфютъ 
всевозможныя величины оть нуля до безконечности; уравневе такой 

сферы, имфющей радусъ Я, въ сфе- 
р а рическихь координатахь есть: 
т=В, 

2) Коническими поверхностями 
вращен!я около оси ОР; углы ф ио- 
верхностей имфють всевозможныя ве- 
личины оть нуля до п; уравнеше та- 
кой поверхности, имбющей уголь Ф, 
вь сферическихь коордипатахь есть: 


Е] ф=Ф, 


. | / ^ ры, в 3) Меридюнальными плоскостями, 

3 в наклонными кь плоскости перваго 
мерлЧана подъ всевозможными углами ф = 0 до ф-= 2т; уравнеше мо- 
ридюональной плоскости, составляющей съ первымъь мерифаномь уголъ У, 
въ сферическихъ координатахь есть: 


Ф=х. 


Положене точки опредёляется, какъ ифсто пересфчен!я трехъ коорди- 
натныхь поверхностей: ` 
7=А, 9=®, ф=Т, 
на которыхь она находится совмфетно. 
Совокупность уравненй: 
Ф=Ф 
фФ=Х 


представляеть линшо пересфчешя меридюнальной плоскости и кониче- 
ской поверхности, на которыхъ находится точка. 
Совокупность уравнен!й: фт | 


7=В| 
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представляеть линю пересфчешя меридональной плоскости и сферы, на 
которыхь находится точка. 


Совокупность уравненв: .—В 


Ф=$ 

представляеть линшо пересфчешя сферы и конической поверхности, на 
которыхь находится точка. 

Эти лиши называются _координатными ‚ лишями; касательныя же 
въ точ И, проведенныя къ координатнымь ливямь, называются *о- 
офдинатными. осями. = 

`` Положительная _второна, каждой координатной оси направляется въ ту 

сторону, куда увеличивается третья координата, а именно: 
7” положительная стороня оси а, совпадающей съ прямою линею (ф=Ф, 
ф=\`), направлена въ ту сторону, куда увеличивается >’, т, е. оть полюса О, 

положительная сторона оси В, касательной къ мерищану ф == У на 
сфер$ “= А, направлена въ ту сторону, куда увеличивается координата ф, 

положительная сторона оси 1, касательной къ параллельному (малому) 
кругу $=Ф на сферф х = А, направлена въ ту сторону, куда увели- 
чивается координата $; 

(уголь ф увеличивается ио направленю движеня, _Стрвлокъ часов 
дла ‘наблюдателя, расположеннаго по ОР).. Ая 

`Эти координатныя оси а, В, 1 измфняють свои направлен я пря движения _ 
точки; онф ортогональны, т. е. СоСТавляють. однз съ другою прямые углы. 

Координаты движущейся точки суть функщи времени: 


= (9; 9=Р, (9; =... .. 


если эти функши извЪстны, то извфстно движеше точки; исключивъ изъ 
равенствъ время $, получимъ два уравнешя между х, ф, $, продставляю- 
ия траэкторшю точки въ еферическихь координатахъ. 


$ 4. При употреблеши полярные» координать на плоскости, коорди- 
наты суть: радуеъ векторъ р == ОМ и уголъ 
8=РОМ; координатныя ливши суть: 6 — 
соп8{ есть лишя ОМА и кругЪ р -= сопз; ко- 
ординатныя оси а и В ортогональны; © 
измфняется оть нуля до 21, и далфе, въ 
положительную и оть вуля до — Эт, и 
далфе, въ отрицательную сторону; собетвен- 
но говоря, @ можеть принимать всенозмож- 
ныя положительныя и отрицательныя вели- 
чины; но ($ + Эппл) имфеть при ифломъ # тоже геометрическое значене. 
что и 0 (черт. 7). ` 


Черт, 7. 
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$ 5. Полуполярныя или круговоцилиндрачесвя координаты суть: 

1) ММ, разстояне точки М оть основной илоскости ХОУ; хо- 
ордиватныя поверхности, выражаемыя уравнешами вида: 2 = 0156 суть 
нлоскости, параллельныя плоскости ХОУ; 2 можеть измфняться между 
—си 00. 

2) 6 = МОХ есть уголь между плоскостью МО, ОМ и основною 
„плоскостью ХОХ; поординатпыя поверхности, выражаемыя уравнешями 
вида: 6 = сопзё, суть плоскости, проходящфя через ось 07; 8 можеть 
измфняться оть нуля до 25 въ положительную и до (— 2%») въ отрицал 
тельную сторону (черт. 8); 

3) р=0,М =ОМ есть разстояще точки М’ отъ основкой осн 0; 
координатныя поверхности, . выражаемыя уравненями` "вида: р = ©0191, 
суть цилиндричесяя поверхности съ круговымъ сфченемъ, производящия` 
которыхъ параллельны оси 07; р можеть 
измфняться оть нуля до -+ 00. 

Координатныя лиши и оси суть: 

координатная: лишя;: 


6 — постоянному 
== постоян. 


есть прямая лишя О,Ма; ось х напра- 


влена въ сторону увеличеня р;; 
координатная лив!я: 


# == пост. 
р == пост. 


Черт. 8. 


есть кругъ радтуса р въ плоскости 2 = пост., 
инфющий центръ на оси 02; осъ В направлена по касательной къ этой 
лини въ сторону увеличеня 6: 

коордикатная лин1я: В = пост. 
6 — пост. 


есть производящая пилиндра р = ност, проходящая черезь точку М; 
ось 7 направлена въ сторону увеличешя 2. 

8 6. Примбры движен, выраженныхъ въ етихъ координатахъ: Въ по- 
лярныхь координатахь на плоскости; 


Примфръ 4-й с 
ренрь 2—2 Е 


а я Т— ностоянныя валичины; уравнев!е траэкторга: 


‘представляеть Архимедову спираль, _ 


Примфрь 5-й р ра 
р = 46"; 8 = т & 
уравнене траэктори 
т 
в де’ 
 представляеть логариемическую спираль. 
Въ сферическихь коордянатахъ: 
Приифръ 6-й. В 
фЕФШ-е 
у 5 (ро ай 
ф = Ша 105 |- . 
в о 
- 2 


Траэктоф!я, находящаяся на поверхности сферы радуса В, выра- 
жается уравненйяии;: 


Въ параграфЪ 14-мь будеть показано, что касательная въ каждой 
точкЬ этой кривой составляеть съ мериданомь этой точки постоянный 
уголь 9; такая кривая называетел локеодромею. 


ЗВ» кругово-цилиндрическихь координатахъ: 
Примфръ 7-й. р= В 


Уравнеше траэктори, находящейся на цилиндрической поверхности р== А: 
6 


п? 


это есть винтовая лишн; шагь винта —=й, а направлене зиятовой лини 
противоположно тому, по которому дёлается нарфзка во вефхь обыкно- 
венныхь винтахъ. 

Въ нЪкоторыхь вопросахь полезно бываеть ввести прямолинейныя 
косоугольныя координаты; при употреблеши ихъ надо, конечно, знать 
углы между осями координатъ. 


м — 


87. Движене точки въ пространетвЪ можеть быть выражено еще 
слфдующимь образомъ; если будеть дана траэкторя, какъ по виду, такъ 
и по положешю въ пространствЪ, и если будеть извфстно въ функщи 
времени разетояне движущейся точки отъ нФкоторой онред}ленной точки 8% 
траэктоли, считаемое по дуг этой кривой. 

Разстоявя по пуг$ траэктори измфряютея линейными единицами и 
считаются оть какой-либо точки тразктори положительными въ одномъ, 
отрицательными въ противоноложномь на- 
правлени по кривой; величины разстояый 
отьб, мы будемъ обозначать буквою $ ($,—0); 


Черт 9. Черг. 10. 


относительно положительнаго направленя по традктори надо въ каж- 
домъ случаф условиться. 

Приведемъ ‘два примфра движен И, выраженныхь такинъ образомъ. 

Примфръ ‚8. Тразкторйя — окружность круга, выраженная въ поляр- 
ныхь координатахъ уравнешемъ 

\ Р=В; 

положительныя разстоятя по дуг считаются отъ точки б., находящейся 
на полярной оси; въ сторону, указанную стрфлкою; положен точки на 
кривой выражаетод равенством 


` 2 
\. 5 = Азт ый 


полагая {, =0 (черт. 9). -° 
Движущаяся точка въ этомъ движени колеблется по дуг, совертая 
размахи равные А въ положительную и отрицательную стороны отъ точки 
5,; движене пергодическое; продолжительность полнаго пергода равна Т. 
Примфръ 9. Траэктор!я — циклоида, отиесенная къ прямоугольнымъ 

` прямолинейнымь координатамь и выражаемая уравненямя: 


#=В (+ то) 
. у='В8(1- 003%), 


въ которыхъ ® есть вспомогательный уголь, могупЕй имфть положитель- 
ныя и отрицательныя значешя. . 
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Тозка 8,-—на оси У (черт. 10); положительное напраалеше по траэк- 
торш— въ сторону, означенную стрфлкою. 


- Положеше точки на кризой выражается равенствомъ; 
. 2 
= А т т @—&) 


что представляеть движене сходное съ движешемь предыдущаго при- 
Бра по кругу. 
Каждое изъ трехъ уравненй: 


=); у=у, 0; =) 0, 


выражающихЪь въ ‘прямоугольныхь прямолинейныхь координатахь какое 
либо движеше точки въ пространствф, представляеть `выфств съ тЬмъ 
_движенше по одной изь осей координатъ прямоугольной проэкщи движу-_ 
_щейся точки на эту ось, то есть: 2 ==, (& представляеть движене по 
оси Х проэкши движущейся точки ла ось Х-овъ: точкою 8, служить 
начало координать, разстояня 3 отъ нея суть величины 2; положитель- 
ное направлен е совпадаеть съ направлешемъ положительной оси Х-овъ. 
Подобныя же значеня имфють и оба друя уравненя. 


` $8. Пусть 8, есть разстояше по траэктори движущейся точки оть 
точки 8, въ моменть & и ,--подобная же величина, опредфляющая по- 
ложене точки въ моменть {,. 

Разность (8, —8,) представляеть перемьщене точки по тразэктори 
изъ того положешя, которое она имфла въ моменть &, въ то положеше. 
которое она имфеть въ моменть #,; перемфщене можеть быть положи- 
тельнымь и отрицательнымь и можеть быть равно нулю, хотя точка и 
_имфла движене въ течеши промежутка времени (#, — #,). 

Такъ, вь прим$рё 8-мъ перемфщене за время оть # = 0 до ЕТ 
равно нулю, хотя въ течени этого времени точка имфла движене оть 
8 =0 до 5 = И и обратно и длина всего пути, пройденнаго точкою 
въ течени этого промежутка времени, равна 2.4. 

Длина пути, проходимазо точков въ течеши какого либо промежутка 
времени, есть величина во всякомъ случаЪ положительная, хотя бы пе- 
рембщен!е было отрицательнымъ; если точка совершила, хотя какое пибудь. 
движен!е въ точеши этого промежутка времени или части его, то длина 
не можеть быть равна нулю. 

Если движене совершалось въ течени разсматриваемаго промежутка 
времени только въ одномъ направлен по траэктори, то длина пути и 
яеремьщене могуть различаться только знакомъ, но не абсолютною ве- 
личиною; длина пути есть величина всегда положительная, а перемфще- 


— 16 — 


ше можеть быть и отрицательнымъ, если направлене движеня было въ 
отрицательную сторону траэктори. ° 
` Другое дфлю, если направлено движешя мфнялось въ течене разсма- 
триваемаго промежутка времени; раздфливъ движене ва части тми мо- 
ментами, въ которые направлеше движеня измфнялось въ противопо- 
ложное, мы должны будемъ взять алгебраическую сумму положительныхь 
‚и отрицательныхь перембщени, совершнвшихея въ течеям вевхъ этихъ 
` частей деиженя, если пожелаемь составить изъ нихъ перемфщеше за 
весь промежутокъ времени; если же потребуется опредёлить длину пути, 
пройденнаго въ течен!и всего промежутка, то должны будемъ взять сумму 
абсолютныхь, положительно взятыхъ, величинь частныхъ перемфщенй, 
Напримёръ, если точка двигалась безъ перемфпы паправлевя оть М, 
(черт. 11) (тд она находилась въ моменть #,) до М, (моментъ #,}, за- 
т6мъ, перемфнивъ здёсь направлеше движеня, до М, (моменть &,) и, 


Черт. 1. 


10елф новой перемфны направленя, до №, (моменть #,}, то, при ука- 
занномь операнною етрёлкою положительномъ направленги, частныя пе- 
ремфщеня въ промежутки времени: (#,—&,), (#,—1,}, (#—,) будуть 


— —— 
(8—8), (6,—8:), (6, —84), ГДЬ 8, = Ду В.М, 3, = 5,М „в 
$, = 8М,; иоэтому первая и третья разность положительны, вторая 


же— отрицательна; перемфщен1е за промежутокъ времени &,—# будеть 
{84—84 (85—84) (8;—8,) = — 8, т. е. равно длинф дуги М. М,, 
а длина пути будеть равна: 


(8: — 8) + (8, — 84) + (8, — 8), 


т. е. равна сумыВ длинъ дугъ: 
| — — 
М.М, М.М, М,М,, 


— — — 
или равна: дуг (М, М, +2. М, М,); дьйствитольно: луги ЛЕМ, и 


М,М, точка иробфжала по одному разу, а дугу М,М, она пробъжала 
зири раза, 


= И- 


$9. Среднею скоростью в пути, соверилемомь точкою вь течени 
‘промежутна времене (&, — 8) °), называется отнощене между длиною 
пути 1, пробъаемало точкою вв течени это промежутка времени, и 
величиною самого промежутни; т. в: 


(Средняя скорость въ пути) = = . 
„— в 


Это есть величина всегда положительная. 
Средняя скорость измёряется особыми сложными единицами —едини- 
цами скорости. 


Изь величинъ различнаго рода, разсматривземыхь въ Механикв, ве- 
лачины хлинъ, временъ и массъ измфряются простыми единицами, всф же 
прочйя величины измёраются сложными единицами. 


Единицы длинъ, времени и массъ могугь имфть различную величину: 
т, е. за единицу длины можно взять километрь, метръ, сантиметръ, и др.» 
за единицу времени сутки, час, минуту или секунду среднаго или звфзд- 
наго времени; произвольна также и единица массы; при выражеви ка- 
кихь либо длинъ, временъ или массъ въ числахъ, должно быть означено 
также и наименован! принятой единицы. 

Единицы же сложныя, которыми изиёряются прочя величины, ветрё- 

зюпуяся въ Теоретической механикЪ, вполнЪ опредфляются величинами 
единиць длины, времени и массы. | 

Единица средней скорости принадлежить къ числу такихъ сложныхъ 
единилъ. 

Пусть 1, длина пути, заключаеть въ себф Х единиць длины, & вели- 
чина промежутка времени (:,—&) заключаеть т единиць времени (Хит 
суть отвлеченныя количества пфлыя или дробныя); по приведенному 
опредфленйо средняя скорость пути равна: 


АХ (единица длины) А а длины ] 


хх (единица времени) = единица времени 


т, е. эта средняя скорость въ = ь т разъ болфе той средней скорости, при во- 
торой длина пути, пройденнаго в единицу времени, равна единяцв длины. | | 

Если направлеюе движенгя по траэкторш не измвняется и величина. 
отношещя 2 одна и таже дла вефхь и всявихь промежутковь времени! 
(,—#) какъ бы велики или малы они ни были, то такое движев!е на-. 
зывается равномирныме. ы 


Выражене: _единица длины. 


единица времени 


есть символ единицы средней скорости; это, есть величива вполнв ©пре- 
д. Бобы, 2 
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дёленизя, воль скоро извфетно, что принято 38 единицу дхины и что 
за единицу времеви. 
Напримфрь, если 
единица длины —= метру 
единица времени == секундЪ средн. врем., 


то единица средней скорости есть та, средняя скорость, которую имъеть 
равномюрное движение точки в5 томз случаь, кода вз каждую секунду 
вредняю времени пробъмется одинз метрь длины путь. 


Отношеве вв 


а 

можеть быть равнымь или неравнымъ средней скорости ‘аъ пути, совер- 
шаемомъ въ течеши того же промежутка времепи; мы будемъ называть 
это отношене среднею скоростью перемтщешя по положительному на- 
правлению тразэктори вв течени промежутка времени #,—&. 

Такъ, если точка дважется по оси Х-овъ, то средная скорость пере- 
мощеня по положительному направлению оси Х-0в% в. течени проме- 
жутка времени 1,—й будеть представляться отношещемь: 


в 
$, — й 


а) Если движеше въ течеши промежутка времени (#,—,) направлено 
неизмённо по положительному направлевшо тразктори, то средняя ско- 
роеть перемёщешя ееть величина положительная и равна средней ско- 


ти пути, т. е. * 
рости пути, в | 


а, 

6) Если движеве въ течени этого промежутка времени направлено 
пеизмфнно по отрицательному направлению траэкторши, то средняя ско- 
рость перемёщешя есть величина, равная отрицательно взятой средней 
скорости пути, т. е. 


в) Если движеще измфияеть направлеше по траэзктори въ течеши 
промежутка времепи (1, —#,), то ередпяя скорость перемфщешя можеть 
имфть знакъ положительный или отрицательный; во всякомъ случаЪ она 
тозда не равни средней скорости путие. 


$ 10. Означамъ черезъ 9 ведичияу промежутка времени (#, —®), такъ 
что &-=Е-- 8; черезь # {+30 означимь длину пути, которую 
прежде обозначали просто черезъ {; перемфцене придется тенерь 060- 
значель черезь (8,5 —8; }, 
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При уменьтени величины $ промежутка времени, величина средней 
скорости вз пути будеть изыфняться, если движеше иеравномрно; при 
приближени $ кь нулю, величина ея будеть приближаться къ нЪкото- 
рому предфлу, называемому величиною скорости точки вё моменть &. 

Величина скорости $ точки вз какой либо моментз времени # есть 
предьле, кь которому приближается средняя скорость вё пути, совер- 
зиаемомь точною в5 течеми промежутка времени, начинающемося 05 
моментз $, при уменышени величины промежутка 00 нуля; т. е. 


это величина, всегда положительная; она измёряетея единицею средней ско- 
‘рости, почему послёднюю ны будемь называть просто единицею ^корости. 
Величину предфла, къ которому при этомъь приблитается средняя 
скорость перемьщеня, мы будемь называть скоростью точки 65 мо- 
мениз # по положительному направлению-‘праэктераи. 
То есть: 
скорость вв момениз г’ но` положительному направлено трактор = 


8-6 


= 
=: предфлу у * 


$— 


Пользуясь обозначешями дифференщальнаго исчисленя и обозначая $, 
приближающееся къ нулю, черезь 4, а (5,5 -—3,), приближающееся къ 
нулю, черезь #8, мы можемъ скорость по положительному направленю 
траэкторшм представить подъ видомъ производной: 
$5 
а” 
Если, напримбръ, точка движется по оси Х, то производная 
@ 
@& 
представляеть для деннато момента # времени скорость точки по поло- 
ъэжительной оси Х 5 моменть $ мы буденз выражелться короче; ско- 
‚роеть во оси Х въ моменть #. . Сииеклкаьй 
Если х есть координата точки въ моменть фи еслиубываеть въ по- 
ложени, опредёляемомъ этою коордиватою, только одинъ разъ въ тече- 
ни всего движешя, то ие будеть двусмысленности, если мы скажемъ, 
что Е есть скорость по ови Х въ точкА, опредфляемой координатою 2. 


Вь движензи: 


й 


В; 9=1,0; 2=Ь® 


р 


— 0 


величины производныхъ: 


г! @ 


ИО... 


и®] 


суть снорости в5 моменте & по осямз Х, Ув Е проек движущейся 
точки на эти оси. . 

При приближени промежутка $ къ нулю, мы рано или поздно дой- 
день до такой величины его (3), при которой движеше, въ течеши его, 
не мфняеть своего направлешя; разъ это достигяуто, то можно быть 
увфреннымь, что направлене движешя будоть неизмённое и тоже самое 
внутри вофхъ промежутковь меньшихь (3), какъ бы малы они ни были; 
на этомь основан (имфя въ. виду сказанное въ пунктахь @ и б пара- 
трафа 9-го) мы можемъ сказать слёдующее относительно сисрости © и 
скорости то положительному направленио` трозктори 
| Скорость ® воть абеолютная величина скорости йод т. ониитель- 
‚ному направлению траэктотие. у 

Если движене въ разсматриваемый моменть совершается въ ноло- 
жительномь направлен траэкторши, 10: 

98. 
@ › 
есль же фижешще в разснатфриваемий моментз совершается вв отри- 
зиительномз направлены траэктоти, то 
88 


Ф 


Когда извфстно положительное направлене траэкторён, 10, зная ско- 
рость по положительному направлешю въ какой либо точкф, мы будемь 
вмЪстЬ съ величиною у знать и направлене движен!я въ этой точк%. 

Понятно, что наиравлеще деиженя вё какой либо точь траэкто- 
29 направлено по касательной 55 кривой вь этой точкь. 

Часто случается, преимущественно при криволинейвомъ движет, 
что не дблается условя относительно положительнаго направлен я траэк- 
тори; тотда, разсуждая о скорости, нахо знать направлене движения; 
если 85 есть безконечно малое перемпщенще, вз течении безконечно ма- 
лазо времени @, 65 направлении двизюенщя, то: 

83 
=; 
{58 имфемь всегда положительное значен!е). 


и 


Впрочемь и въ этихъ случаяхь пишуть 4$ выфето 88, что- будемъ 


двлать и мы во многихь случаяхь криволинейнаго движешя, не упуская, 
однако, изъ виду ваправлейя движен/я, 


- 8 11. На ословаши вытесказаннаго, если известна траокторя и по- 
ложеШе движущейся точки на ней выражено. въ фунющи времени: 


в= Г), 
то мы можемь прямо найти выражеше въ фуньши времени скорость по 
положительному направлено тразкторли: 
ПЕРО 
‚ и такимь обравомь будемь знать величину скорости и ваправлеше дви- 
женя въ каждый моменть, а, слфдовательно, и въ каждой точк® траэкторш. 
Въ примбрВ 8-мъ: 
@: _ 24 2 
ит т ть 
Положимъ, что 4 =10 ша, (10 миллиметрамъ); 4 представляеть 
величину цолуразмаха въ колебательномь движенм, разсматриваемомь 
въ этомь примЪрВ; продолжительность колебашя Т мы положимь рав- 
ною 0,4 зес. (*/, секунды); опредфлимъ величину наибольшей скорости, 
которую имветь точка въ этомь движеши. Наибольшую скорость точка 


будеть имфть при 608 * {= 1 или (— 1), то есть въ моменты: 
Т зТ 
#=0; =3; #= т; = о итд 
Въ эти моменты точка будеть въ 5, и величина скороети, независимо 
оть знака, будеть 


2 


зах 10 (миплиметрь) 
0,4 (секунда средн. врем.) * 


или (миллиметръ) 


157,05 Х (сек. ср. врем.) 
т. е. въ: 157 съ дробью разь болфе слфдующей единицы скорости. 


_ (инллиметь) | 
(сек. ср. врем.) 


сли за единицу длины мы возъмемь метрь, длину въ 1000 разъ 
большую милчиметра, то та же самая скорость предетавихся такъ: 


(метръ) 


0.15705 Х {сокунда ^ 
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Новая единица скорости; 
метръ 


секунда 
въ 1000 разъ болфе прежней, а число, показывающее сколько такихъ 
единицъь заключается въ разсматриваемой скорости, уменьшилось во 
столько же разь, 
Если мы возьмемъ минуту ср. врем, за единицу времени, то новая 
единица скорости: 
ы (метр) 


(минута) 


будеть въ 60 разъ менфе предыдущей, причемъ величина той же скорости 


изобразится такъ: 
обр метръ. 


9,493 Е: 
минута 


численная величина, входящая здфсь, въ 60 разъ болфе численной ве- 
личины 0,15705 предыдущаго-выражевя той же скорости. 

Когда движеше выражается тфмъ; что задаются пли становятся извф- 
стныки функщи {, (9, К, (©), №, ©, представляюнця законъ мамфнешя ко- 
ординать точки, то величина скорости 9 и направлеве ДвяжеЕя. въ ка- 
ждый моменть опредфияются слфдующимъ образомъ. 7 

Дифференщаль 48 — элементь дуги, пройденяый точкою въ течени 
элемента времени 4#, выражается при употреблени прямолинейныхь прямо- 
угольныхь координать положнтельно взатымъ корнемъ: 


Уаз -- (аут (92); 


поэтому величина скорости у можеть быть выражена слфдующимъ образомъ: 


т4т\  (ауз га \я 

= + + - о. @ 
и у® (*) + () , © 
\т, е. скорость движущейся точки равна положительно взятому корню изъ 
Суммы квадратовь скоростей проэкщй ея на оси координать Х, У, 2. 

” Скорости же по осямь Х, У, Д проэюйй точки на эти оси выра- 


жаются функщами времени по формуламъ (3); поэтому мы имфемъ вы- 
раженйе: 


Ф= + УГ ФР + ИГР ГО, ... 
‘представляющее © въ фуякши времени. 


Подъ направлешемъ элемента 48 мы будемь подразумфвать то напра- 
влеше, по которому его пробфгаеть движущаяся точка и которое совпа- 
даеть съ направлешемъ движеня; мы будемъ означать черезъ: 


(4, Х) (@8, У) (4, 2) 
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углы, составляемые этимъ направлен емъ съ положительными инаправле- 
ями осей координать. Дифференщалы 42, @у, 42, пренставляюлуе при- 
ращен!е координахь точки въ течен!е элемента времени 4, суть проэкши 
элемента 45 на положительныя направленя осей координать, поэтому: 


4 == @3 ©03 (48, Х) ] 
Чу — @8 соз (ав, У) } ее... (6) 
Я: — @8 со (48, 2) | 


Раздъливъ 06$ части каждаго изь этихъ равенствь на 4, получимъ: 


Ф 605 (48, Х) == г 
$ 60$ (45, У) = 9 уе () 
& 


9 605 (45, #) =# 


откуда, на основани разенствъ (3) и (5), мы найдемъ выраженя коси- 
нуеовъ угловъ, составляемыхъь направлешемъ движеня съ осями коорди- 
нать, въ-ЗувЕШяхь времени. 
Приложимъ сказапное здфсь къ примфрамъ, приведеннымь въ $ 2. 
Въ примБрВ 1-мъ, очевидно, направлеше движевя не измфняется й 
скорость: 
ут р 
сохраняеть постоянную величину; это движене прямоликейное и равно- 
мфрное. 
Въ примёрф 2-мь величина скорости измфняется съ течешемь вре- 
мени по слёдующему закону: 
о=-уечой, 
она непрерывно возрастаеть; уголь, составляемый направлемемъ движе- 
я съ осью Х, имфеть косивусъ: 


р 08 (48, Х) = ы 


Ую-+ай 
виачаль равный +1, а потомъ уменьшающися и приближаюлийся къ 
нулю; косинусь же угла съ осью У: 


603 (ав, У) 


и 
Уз: р 
вначале равенъ нулю, в потомъ увеличивается, приближаясь къ -+ 1. 
Въ аримЪрЪ З-мъ: ОНИ 
= И Зо 


— ва — 


скорость вначал®. равна + И27-- В, затфиь уменьшается и имфеть наи- 
меньшую величину въ тоть моменть, когда 


в 
в °, 
т. ®. 
(СМ) =0, 
слдовательно, въ моменть: в 
ь=у 
Тогда` координаты движущейся точки слёдуюлия: - 
23 В 
®.= „= 


= 
Злфеь # иметь то же свою наименьшую величину, & потому напра- 
влоне движеня` тараллельно оси Х. 
Далфе, посл этого момента, скорость увеличивается безпредфльно. 


$ 12. Обыкновенно скорость $ нредставляють, какъ отрфзовь лини, 
заключаюцщий въ себф столько линейныхъ единиць, сколько въ самой ско- 
рости заключается единиць скорости, и отложенный отъ положеня Точки 
по направленю движения; скорость, представленную такимъ образомъ, мы `— 
можемь проэктировать на какое-либо паправлеше и на какую-либо 
плоскость; 


Пусть скорость $ заключаеть въ себЪ ю единиць скорости: 


| ед. длины ] 
|; 
ед. времени 


проэкщя клины, равной я единиць длины и отложенной по направале- 
ню @ из ось Х, будеть равиа длинф: 


2 603 (45, Х) единиць длины, 


представляющей скорость 


дл 
ед. вре 
въ какомъ-либо движени, которое въ разсматриваемый моменть имфеть 
иаправлеше параллельное положительному направленю оси Х, если 
с08 (48, Х) > 0, или направлеше противоположное, если 60$ (48, Х) < 0; 
[е соз (48, Х)] мы называемь проэкщею скорости на ось Х. 

До сихъ поръ, говоря о скорости, мы не употребляли выраженя: 
«направлеше скорости»; отныяв мы будеиъ употреблять этотъ терминъ; 
понимая подъ нимъ направлене движеня, такъ какъ по этому направле- 
вю отлагается длина, представляющая скорость, 


в с08 (48, Х) = = 2605 (48, Х} 


Изъ равенствъ (7) видно, что яроэящйя скорости движущейся точки. 
на одну изз осей. косрдинеть равна скорости чо этой оец проэкщёь двиг, 
_ жущейся точки на эту ось. ` 

Изь выраженй (4) и (7) слЬдуеть далфе, ч®0 скорость движущейся 
точки, представленная отрфзкомъь лини, есть 
дмагональ параллелепипеда, построеннаго на 


ллинахъ параллельныхь осямь координать и 


аа Чу а: 
представляющихь скорости па: ; т.е., если 


ребра: МУ,, МУ,, МУ, (черт. 12} этого па- м 
ралтелетипеха равны и параллельны ‘екоро- 

ар ду @ 
стямь д, зар, ТО Магональ представлять \ 
скорость движущейся точки по величинь и по 
направлейю. 


.. 


Черт. 12. 


$3 13. Координаты 2, у, 2 суть проэкщи радуса-вектора ОМ, прове- 
деинаго изъ начала координать къ разсматриваемой точк®, на оси ко- 
ордивать, то есть: 


= 605 (, Х) 


4 700$ (",У) 
#=# 605 (", 2) } 


{направлене радуса вектора 7” считается отъ начала 
координать къ точк» М) (черт. 13); 


портому равенства (7) можно выразить. сл- 
дующимь образомъ; 


2 


9 со (в, Х) = | . 
осо у У) у... (8] Хх 
о саз (2) = оз, 2) 2)) | 


} . 
Чорт. 18. 


т. в. проэкщя абеолютной скорости на одну 
взь осей координать (которыя неподвижвы) равна производной по вре- 
мени оть проэкщзи на ту же ось радуса вектора, проведеннаго изъ начала 
координать къ движущейся точкф. : ` ” 
Подобною же формулою выражается проэкшя абсолютной скорости 
на всякое нелодеижное направлеше, то есть такое, которое составляеть 
съ осями координать постоянные углы; пусть Р или ОР будеть это на- 
правлеше. 
Косинусь угла, составаяемато направленями фи Р другь съ другомъ- 
выражается, какъ извЪфстно, слбдующимь образомъ: . 


603(2, Р) = с03(9, Х) воз(Р, Х) + е05 (У) соз(Р,У) + с05 (в, 2)с0(Р, 2), 


— 26 — 
откуда: 

9603 (и,Р)=0е0з(+,Х)с0з(Р,.Х)-+0608(2,У)с08(Р,У)-+-0608(9,2)с08(Р,2). 
На основаши формуль (°): 


7 с05 (7Х) 7 с03 (7У) 


$ с0з (о, Р) =@ ^^ 608 {Р,Х) а & 5% (РУ) = 
+ аня воз (В, 2)... 9 


но, такъ какъ сз (Р, Х), с05(Р,У), соз (Р, 2) имфють постоянныя, не- 
измфняюнияся съ течешемь времени величины, то; 


а[тс0з(хХ)сов(РХ)-+тсоз(+У }сов(РУ}-+7608(#7)с08(Р2)] 
905 (9, Р)= -— — —& _ 
или 
тов (в, Ру = "7 Р, (10) 


т. е. нроэкщея скорости абеолютнаю `обиженая точки на всякое напри- 
влеше,. неизминяющееся 65 течещеме времени, равна производной по вре- 


мени отз проэкии ридууса вектора движущейся точки на то же на-. - 


правлене. 

Если точка при своемъ движени язходится въ постоянномъ разстоя- 
щи оть начала координать, т. е., если длина радуса вектора остается 
постоянною, то проэкщя скорости такой точки на неизифнное ваправле- 
в! выражается формулою: 

408 (*Р: 
г соз ор) — ‚0 Р). ду х @2) 
- @ 

Понятно, что траэвтория, описываемая такою точкою, есть кривая, 
расположевная на поверхности сферы радуса х и что скорость и ра- 
дусъ векторъ везимно перпендикулярны. 

Если рашусь векторъ постоянно равенъ единидф, то проэкщи ско- 
рости движущейся точки на осяхъ координать выражаются слфдующими 
формулами: 

4608 (иХ) 

& 

9005 У... (13) 

[3 

@ с0$ (#2) 
. 4, 608 („, 2) = —& 
Здвсь и означаеть направлене радтусв вектора и ®, скорость точки, ра- 
Мусъ вокторъ которой постоянно равенъ единиц$. 


9, 608 (в, Х) = 


%, 608 (У) = 


— 97 — 


Проэкщя скорости на изправлене, изифняющееся одновременно съ 
движенемь точки, выражается формулами болфе сложными, чЪмь пре- 
дыдупия. 

Пусть (7 есть такое заправлоно; на освовани формулы (10) мы 


имфемъ: 
$ 605 (0) = 4 вам.) 608 (77, Х) + Чен) ©03 (Г,У) + 
а РА 
4 95,7) » сз (0, 2 


но тажъ какъ с0$ (17, Х), с05 ((7,У), соз (0,2) суть величины перемфн- 
ныя съ точешемъ времени, то мы можемъ произвести слёдуюция преобра- 


зования: 
4(х 9 >Х)) воз (0, Х) = @[тсоз(г, ХувоИьХ рив(и,Х) Чо, Хх) 


\ подобныя же для прочихь двухь ироизведенй, а потому: 


особь} — а ррсове Ж)ооз (0, Х)-+60$(, ов Утв (7,2) в0з(0,7)] 


9005 (0, Х) вов У) Чаво, 


—г [= (Хи 005 (1, У) 


& -+ 605 (г, 2) а 

Представимь себф, что изъ начала координать проведенъ вспомога- 
тельный. радуеъ векторъ, длины равной единиц и параллельный нзпра- 
вленю 07; пусть %, есть скорость точки, находящейся на ковиё этого 
радуса вектора; на осповани формуль (13) мы можемъ замфнить въ 
послфднемъ равенствф производныя: 


сов (0, Хх) @005 (17, У), 8 с0з (0, 2} 
& ’ & @ 


величинами: 
5. 08 (7, Х), 1,608 (,У), 9,008 (0, 2), 


тогда проэкщя скорости иа направлене (7 представится подь слёлую- 


щимъ видомъ: 


. сов (7) = 80 


то веть: ироэкийя скорости какой-либо движущейся точки на направле- 
зе, измьняющееся одновременно сё движешемь точки, равняется про- 
‘изводной по времени оть проэкщи на подвижное направлеще раббуса 
вектора движущейся точки, уменьшенной на величину произведеня изь 
радбуса вектора в проэкии на мего скорости ©. 


— 7%, 605 (70), . . . (14) 


— 928 — 


Скорость ®, перпендикулярна къ напразвленю (7. 
Проэкщя скорости на какую-либо неподвижную плоскость П равна’ 


= оз (, №), 


тд М№ — направлене нормали къ этой плоскости. 
Напримвръ, проэкщи скорости на плоскостяхь коордннать: 


ХУ, ух, #Х 
равны: 
9, = овщ (9, 2) 
9. == оз (9, Х)р, . . (15) 


Ф., = 98 (о, У) , 


но э10 даеть намъ только вели- 

Черт. 14. чину, во не направлене каж- 

дой проэвщи; чтобы знать по- 

ложеше 0х въ плоскости И, издо знать зеЯЕчиНны проэкрй с на два 

взаимно перпендикулярныя направлешя, проведенныя въ этой. "тоскостй; 

пусть МН (черт. 14) будеть одно изъ этихъ направлен; проэкшя ох на 
него будеть равна 


Фе 605 (к, Н) = оз (9, М) с03 (9%, Я) = 9с03(7МУ,) с0з (7. МН), 


з такъ какъ сферичесый треугольникъ, образуемый направлевями %,, у; и 
МН имфеть прямой уголь при вершин Т’,, 10: 


605 (УМУ,) с0з (УМН) == ©08 (УМН), 


поэтому; 
9 608 (ит, Н) ... . @6 
Такимъ образомъ, наприм$ръ: 
9, 606 (9„„ Х) = ® 608 (ФХ. 
'» 608 (#,„ Х) (еХ) а 


95 605 (#„„ У) = #6 05 ($У) 


Сяфдовалельно, проэвщя скорости на плоскость ХУ есть дагональ 
прямоугольника, построеннаго на сторонахь равныхь и параллельныхь 
проэкщямъ скорости на оси координать Х и У. 


$ 14. Когда положеше точки выражается сферическими. координа- 
тами, то дифференшаль 48 выражается положительно взятымь корнемъ: 


Иа (ар -- 7 эф ($) *), 


*) Довавывается въ приложен:и дифферовщельньго исчисления въ геометрии. 


— 99 — 


гл г, фи ф суть координаты того конца дуги 45, въ которомь движу- 
щаяся точка вступаеть на этоть элементь пути, а 4, 4, @4ф суть при- 
ращен1я, которыя получають координаты +, ф, { при перемёщеня дви- 
жущейся точки до другого конца элемента 45. 

Поэтому въ этихъ координатахь величина скорости © можеть быть 
выражена слфдующимь образомъ: . 


о 


Косинусы угловъ, составляемыхь касательною къ траэкторши, а сл5- 
довательно и скоростью т, въ точь (, ф, $), ев координатными осями 
а, В, 1, выражаются слфдующимь образомь 


} 
60$ (#, «) = ыы 
608 (5, = г: *; 
608 (©, 1) = гзмф ы 
отсюда слфдуеть: а 
608 (6: а) = д 
4 
ооо бий а (9) 
4% 


9608 (6,1) =гзф й 


Такимъ образомъ -мы получили 
выражешя проэкцй скорости на под- 
вижныхь направлешяхъ— координат- 
ныхь осяхь а, В, 1. 

| Изь выражен (18) и (19) видно, 
310 скорость © движущейся точки М 
совпадаеть по величин и изправле- 
пю съ дагональю параллелепипеда 
(черт. 15), инфюаго вершину вь М 

`и три ребра, МА, МВ, МГ-—по ко- о 
ординалнымь осямь а, 8, 1 точки 2; 
величины этихъ реберъ суть 


4" 4. 
2 МВ; 


Черт. 15. 


__@ 
МА = МГ: 


*) Доказывается въ прицожеши дифференщальнаго иочиоденя въ гвомотруи. 
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у ной 
если которая лябо изъ величинъ: д, д, 75Ф а, отрицательнал, то 
соотвфтствениое ребро откладывается оть Л въ отрицательную ‘сторону 
по соотвфтственной координатной оси. 

Въ полярныхь координатахь на плоскости величина скорости выра- 


жается такъ: 
я 6\2 
= - И) -2@) и... 09 


а проэкщи ея на координатныхь осяхъ; 


605 (2%) = р во) 


$605 (98) = р Е 


окорость совпадаетъ, по величин» и направленно, съ магональю прямо- 
; а #8 
угольника, имфющаго стороны 24 = % и МВ =рд; (черт. 16). 
Вь цилиндрическихь координктахь эстандаль дуги 45 выражается 
положительнымь корнемъ: 
У Че ру - @ 
м косинусы угловъ, составляемыхь касательною съ координатными осями 
а, 3, Т (см. черт. 8), выражаются сафдующимъ 


9 Р образомы 
4 
0$ (48, я) = и 
= #8 
608 (48, 8} = ГА 
@2 
у 608 (48, 7) = у, 
Черт. 16. поэтому величина скорости выражается такъ: 
ИСО 
и и 
направлене же ея опредфляется по формуламь: 
} 
9 60$ (6, &) = 4 
48 
# 608 (©, В) = р Же {22) 
2 с0$ (9, 1) = Ш 
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Посяёдними формулами выражаются проэким скорости на осяхъ ко- 
ординать а, В, 1 

Формулы (21) и (22) выражають, что скорость  совиадаеть, по ве- 
личин® и направлоню, съ щагональю параллелепицеда, построеннаго на 
ребрахъ 4, 2 ыы , & ‚ отложенныхь по координатнымь осамъ а, В, 1. 

При выводф формуль (18), (19), (20), (20158), (21), (22), мы осно- 
вывались на приведенныхьъ безъ доказательства выражетяхь для 4 и 
для косинусов угловъ, составляемыхь касательною съ координатными 
осями, такъ какъ эти выражевя выводятся въ приложении дифферен- 
шальнаго исчислешя къ геометри; но тВ же самыя формулы могуть быть * 
выведены еще и другими путями. 

Можно, напримфръ, перейти отъ формулы (4) къ формул (20). вы- 
разивь координаты хи у вь полярныхь координатахь ри 0; дЬйстви- 
тельно, такъ какъ. ; 


У= рат 0; #=р60$6 (какъ видно изъ чертежа 7), 


то: 
4 _ ф 
= = 0 + ро0з 6 
я = я 5050 — рб, 


по возвышеи въ квадратъ и по сложени получимъ: 


4=\* Гау *) , (1) 

(%) «(7)= .(% В |} 
Для другого примф$ра подобныхь преобразованй мы похажемъ, какъ 

перейти оть формуль (7) къ формул; 
. @ 
$ 603 (91) = гяпф г . 
Во первыхъ: 
060$ (91) = 903 (2Х) с0з (1 Х) = 

ОУ Ооо НИ = 


608 (1х) Е 605 у) т СБ (12). 


_ @ 

-&@ 
Ось т параллельна плоскости ХУ (черт, 17), 

слфдовательно, сов (12) = 0; если проведемъ . Черт. 11. 

черезъ начало координать О (полюсъ) напра- 

влеше ОЛ, параллельное этой оси, то оно будеть перпендекулярно къ 

лини 00, такъ какъ сама ось 7 перпендикулярна къ меридопальной 
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плоскости РМО, въ которой заключается точка М; поэтому: 
ы : 
60$ (1Х) = 608 (: + +) = — т 


608 (1У) = с08 4. 
Во вторыхь 
, = 605$; уг чи ф 51$, 
откуда слфдуеть: 
4 
& 


; а; | 
= ге 605ф + 7605ф с05ф я — иэпф и ф я , 

а а". . о 4. а. 

я — г. шф ту 7608$ эт г. = 7то свф 
помноживъ первое на (— 51$), второе на (с08 $) и сложивъ, мы получимъ: 


. узтф я ; 

сл довательно: 
. В: 

9608 (91) = 71 ф ЗЕ 


Подобными преобразовашями могуть быть выведены и всф прочя 
формулы. 
Выраженя для проэкщй скоро- 
о Р сина координатныхь осяхъ, измф- 
А нающихь свое направлеше, могуть 
быть получены изъ формулы (14); 
В М для примёра мы выведемъ такимъ 
образомъ выражешя (20 №5). 
ы Направлеше оси а совпадаеть съ 
в ваправлешемъ ращуса вектора р, 
поэтому 608 (ра) = 1; на ращус* 
вектор возьмемъ точку 4 (черт. 18), 
отстоящую оть О на единицу длины, и назовемъ черезъ , скорость этой 
точки, такъ какъ у, перпендикулярно къ О, а, сяфдовательно, къ р или а, 
то 60$ (%,, а) = 0; волфдетые всего сказаннаго, выражене 


ут 


54 


Черт. 18. 


@р ©03 (09) 
% 
которое представляеть собою формула (14), примфненная кЪ оси а, по- 

лучить слёдующЕ видъ: 


40$ (2, а) = — ре, с0$ (ре,), 


[1 
Ф 08 (тя) = Е В 
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. Прозкшя скорости на ось 8 выражается по формул (14) слёдую- 
щимъ образомъ: 


% с05 (98) = вре) — 2%, 608 (р%,), 


тдф 9, есть скорость точки В, отстоящей оть 0 на длину = 1, причемъ 
направлеше ОВ параллельно оси В; такъ какъ о, перпендикулярно къ ОВ, 
а ОВ вли В перпендикуляряо къ р, то ®, параллельно ражусу р; при 
томъ ‘легко вить, что направлене 2, противоположно направленю а, 
еели уголъ 6 увеличивается при движения ТОчАиИ м; величина же ско- 
рости ©, равна м, потому что: элементь пути точки В равенъ 1.40; изъ 
всего этого слЁдуеть, что 

608 (р, В) = 0, в, 0$ (0%, )= — ра 


поэтому [С 
у 9603 (98) = ру. 
Приведемь примфры примфненая формуль (18—22). 
Въ примфрф 4-мъ 
4 605 (79) = а 


$ 605 {&В) = а. 


47? Эра 
Ф=-+ ии =. 1+}. 


Проэкшя скорости на радуеь векторъ имфетъ постоянную величину, 
сама же скорость пеирерывно возрастаеть съ течещемь времени. 


Въ примБрё 5-мъ 


4 603 {9%) = Ане“ 


008 (98) = т де“ 


Зп\з 
=" И" (1) , 


слёдовательно: 


то есть, екорость составляеть съ радлусомъ векторомъ постоянный угохъ. 
Д. Бобылев. | 3 ^ 


Въ примёрь 6-мъ 
$ 605 (94) =0 
$ сов (48) = Ва 
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отсюда получимъ: 


. а ва 
4 0$ (91) = Вт (%—4). а = аВ ща; 
ава, 


т. е., скорость имфеть постоянную величину; далфе 


08 (98) = 059 


60$ (1) = ва, 


т. е., она составляеть постоянный уголь ях ©ъ осью В. 


Въ примфрЪ 7-мъ 


97 с05 (#8) = В 


9 605 (2%) = 0 


2% 
Т 


® 0$ (27) = т 


2 + (218) 
в о 


скорость иметь постоянную величину и постоянное наклонене къ осямь 
Зи 1; онахперпендикулярна къ оси а. 


$ 15. Для нагляднаго представленя закона изыфненя величины и 
направлен!я скорости въ какомъ либо криволинейномъ движении, ПоЛЬ-. 


7 у \ 


У 


Черт. 19. 


зуются слфдующимъ построешемъ. 

Изъ начала координать или изъ дру- 
гой неподвижной точки проводять ра- 
мусь векторь ОЙ, измёняющй длину и 
направлен е одновременно съ движещемъ 
точки по кривой такимъ образомъ, чтобы 
длина его и была всегда равна величин 
скорости $ и чтобы направлене его было 
параллельно направленю ея; коненъ 07 
этого радуса вектора опишеть кривую 
динНо называемую Годофафомв (Нодо- 
зтарВ) (черт. 19). у 

Законъ измфнешя скорости предста- 


вляется измфнеями радуса вектора этой кривой, поэтому недостаточно 
знать видь кривой, но необходимо также знать и положеше точки О, 
изъ которой проведены ея рамусы векторы. 
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При прямолинейномъ движени годографъ есть прямая лишя парал- 
дельная той, по которой совершается движене, 

Еели движеше не только прямолинейно, но и равномфрно, то годо- 
графъ есть точка, радтусъ векторь которой равенъ и параллеленъ ско- 
роети; такъ въ примфрф 1-мъ координаты этой точки суть: 

в=4 у=В 2=1. 

Вообще, прямоугольныя Црямолинейныя координаты конца радуса 
вектора и, т. е, координаты точекь 0’ годографа, равны проэкщямь 
<корости на осяхъ координать; мы означимъ координаты эти черезъ 
я, у’,2,, т. е. тми же знаками, какими принято означать производныя 
отъ х, у, 2, такъ какъ и въ самомъ лВлВ координаты точки О’ равны 
производнымь координать движущейся точки по времени. 


я = р = $ 60$ (2Х) = и с0$ (иХ) 
‚ _ № 
У=д = 20 {2У) == и 008 (иУ) 


Я = = 9005 (27) = 4 005 (ий). 
Ясли движеше точки извфетно, то &’, у’, =’ будуть извфстными функ- 


щями времени. 
я =, у=Г@, в=Ь(: 


исключивъ изъ этихъ равенствь время $, мы получимъ два уравнена 
годографа. р 
Въ примфр 2-мъ ВА 


Первое изъ этихъ уравнеяЁй: 


пезаключающее времени $, есть уравнене годографа; это есть прямая 
линЁя параллельная оси У и отстоящая оть нея въ разстоящи а, 

Въ примфрв 3-мъ: 
д’ =а 


‚ — 
уУ=я—В 
тодографомь служить таже прямая; различе заключается въ положент 
точки Г въ тоть же моменть #, а именно: въ прамфр® 2-мъ у’ == 96, & 
въ прамбрё 3-м у’ = .3. 
Если движеше происходить равномфрио по окружности, то годографъ 
. з* 
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есть кругъ (черт, 20 и 21), имфющ центрь въ началЪ коордивать и 

радусь равный скорости. 
ТГодографь равномфрнаго движешя по какой бы то ни было кривой 
есть кривая, расположеннал нз сферф, имфющей центрь въ начале ко- 
ординать и рашусь равный скорости. 


о 


Черт, 20. Черт, 21. Черт. 22. 
Такъ, въ примёрё 7-мъ годографъ есть кругь, служащий основашемъ 
прямому. конусу (черт. 22), имбющему вершину въ О, осью — 065 й и 
. 2те 
производяния котораго наклонены къ оси подъ угломъ = агй8 (=) 
длина радууса вектора годографа равна 
м отл 
` „— УР? -+- Ат? 
`. — т ° т 
Въ прим5рЪ 5-мь уравнене годографа можно получить слфдующимь 
образомъ: ` 
Ражусъь вектора № годографа равенъ 9, т. е. 


и — 4е" | м (®. .. .. (88) 


Уголъ, составляемый радрусомъ векторомъ годографа сЪ осью а, имфегь 
постоянную величину, равную 


) 

ось же х составхяеть съ поларною осью уголь 
2" 

= 2 


2" 
2гс08 = ато т, › 


у. 


Поэтому ражусъ векторъ годографа соста- 
вляеть съ полярною осью уголь $ (черт. 23), 
равный сумм этихь угаовь, т. е. 


Чорт. 28. 


2 2 
У = р + 26 т. ен (4} 
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По исключеши времени # изъ уравненй (23) и (24), мы полузимъ 
уравнене годографа въ полярныхь координатахъ: 


(25) 
тАВ 


т. е. годографъ есть тоже логариемическая спираль и притомъ того же 
самаго вида, какъ и траэктор!я: 


но разнящаяся оть нея положешемъ. 
Мы возьмемь еще одинь примфръ опредфлешя вида годографа. 
Примёрь 10. Движене выражается въ полярныхъ координатахь слё- 
дующимъ образомъ: 


р=@ (1 —е 60$ {) 


6 2 агош ие 1 .... 


гд8 е<1, а Ресть вЪкоторая функщя времени, неявно выражаемая 
сяфдующимъ уравнешемъ: . . 
рб езшу=я ...... (2658) 

Для того, чтобы составить уравнен!е траэкгор!и движен!я, надо исклю- 
чить / изъ уравненй (26); это можно сдфлать слёдующимь образомъ. 
Извъетно, что .Ё 


605 {= 008 Г ( 47 1) 


второе изъ уравнешй (26) дасть: 
с Г= ,8 
= # 2’ 
поэтому: а 6 , , ') 
5+ 1+ 5 соб не. 
в {= 6 1 8 16260368 
1% 5+ е( —в 5) 
По подстановлени этого выраженя для с08 { въ первое изъ уравне- 
ый (26), мы получимь: 


о] 97 
Р = Те ТТ” 97 
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или в 2 
р реа оо 9 


ГВ 

д р=а (1—2) и е<1. 

Извфетно, что уравнеще (27), если е< 1, представляеть эллипеъ, отне- 

сенный къ полярныхь координатамъ, полюсъ которыхъ находится въ фо- 

кусв эллипса, а полярная ось направлена по большой полуоси (черт. 24) 

{отъ центра эллипса). Величина е есть эксцентриситеть эллипса; онъ ра- 
СЯ 


венъ =—› ТаКЪ что @е есть половива 
разетоян!я между фокусами; р=а (1 —е*) 
есть нозунараметръ эллипса, онъ предста- 
вляется длиною радуеа вектора перпенди- 
кулярнаго къ полярной оси; кратчайций 
2 ращусъ векторъ соотвётствуеть аргументу 
9 =0 и равень а (1—6) или е—@6; 
длиннЪйний радлусъ векторъ соотвфтствуеть 
аргументу 0 —=т и равенъ а (1 +е} или а + ае. 
Составимъ выражешя проэкщий скорости на координатныя оси а и В. 
Взявъ производную оть перваго изъ (26), получимъ: 


4 
р =-аезт у. 1. 


Черт, 24. 


Уравиен!е (26 113) даеть: 


я 
Ро: 9 
поэтому: пае эт } 
Р =71—6 сов{ ` 60 


Чтобы получить (', мы возьмемь производную по # оть равенства: 


8 
ЮЗ = 05 ИЕ + вв ш 7; 


получимъ: . [9 
,_@) 
506 зу’ 
или в 510 


Г — —— 

в — вай 

Теперь надо выразить зп 8 въ функщи оть {. $ 
Ноа а 8 , 285 
зт 9 = М1 5 608 5 = 2 5 005 Ри № 

1 5 
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Й 
подотавивь сюда выфото #9 „> равное. ему: 


Уи Г 
Ив 3’ 
мы получимъ: 
А И, : 
$06 = Те РИ 1 9 г... 8 
поэтому: 
И К 
> ес р, 
откуда 
‚ _ #81 еее 8 
- в = 1—е608 Хх ` (82) 
Кром того, между прочимъ, можемъ замтить, что: 
@ — 
Ищите уе (33) 


Значене этой формулы будеть объяснено ниже. 

Для составлешя уравнен!я годографа надо имфть въ виду, что уголь, 
составляемый направлешемъ скорости у съ осью а, равенъ ( — 6) 
{черт. 23), поэтому 

р’ = 005 (94) = # 608 ($ — 6} 
00’ = 9 со (98) = изш (9—8), 
ИЛИ: 


} 9 ар" . 
& ©0833 6058 -- м зщ эт =р | „89 


и зп 5 6086 — и 038 вт 0 = рб 


Въ этихь уравненяхъ: 
ри рб’ выражаются формулами (30) и (32) какъ функщи оть }, эт 8 
выражается формулою (31) какъ функша оть {; можно выразать также 
и с036 какъ функцию оть {, именно: 
605 {—е 


98 = ей 


(35) 

Такимъ образомъ два уравнешя (34) можно привести въ такому виду, 
что они будуть заключать и, $, { и постоянных величины; исключивъ 
изъ нихь /, мы получимъ уравнеше годографа въ полярныхь координа- 
тахь и, 9. 

Можно также поступить иначе, а именно, оставивъ зп фм 6050 въ 
львыхь частяхь равенствъ (34), выразить р’и рб’ въ функщи 8, поль- 
зулсь выраженаями 30, 33, 31, 35, и затвмъ исключить @ изъ’ обоихъ 
равенствъ;такь мы и сдёлаемъ, 
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Изъ (30) и (31) слфдуеть 


(36). 


= 1 +6608 0, 


поэтому: 
па 


ег. 


При помощи выражешй (36) к (37) можно уравневя (34) предста- 
ВИТЬ ПОДЬ ТАКИМЪ ВИДОМЪ: 


(1460088)... . (39 


со сов + (и 31$ — 


—% 6033 08 + [из — 


Возвысивъ въ квадрать 06% части этихь равенствъ и сложивъ ихъ, 
мы получим: 


пае 
7 605" 9 + (. зи — . (38) 
и # 
или 
и . (39) 
они 
Входяния въ равенство (38) величины: 
и 6059 = 
итд =и 
суть прямоугольныя координаты точекъ годографа. Уравнеше (38): 
2 3 ы 
2+ (и ме = [= }. (8858) 
. ие У!—е 
м 
представляеть кругъ, ращусь котораго равенъ УГ а центрь паходитея 
на положительной оси У въ разстояни 00= —^*__ оть начала коорди- 


# 
натъ; тоть жа кругь въ поляряыхь коордянатахъь представленъ уравне- 
мемъ (39); такъ какь е< 1, то ОС менфе радуса круга (черт, 25). 

Изъ равенства (33) видно, что, если # есть величина положительная, 
® п болье нуля, то есть 0 съ течешемь времени возрастаеть, значить 
дважене по трактор совершается въ сторону, означенную опореиною 
стрфакою. 
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Зная ваправлене движевя, мы по виду годографа можемъ заклю- 
чить, что движущаяся точка имфеть наибольшую скорость въ точкБ Р; 


вл (1 
скорость эта = 0% = + ыо каименьшая скорость въ точкё А равна 
— д. — "9-9 

64 = пита 


Можно доказать, что, если точка движется по одной изъ кривыхъ 
2-го порядка такимь обра- 
зомъ, что произведеще р*6’ 
остается во вее время дви- 
женя ностояннымъ (ри 6 
полярныя координаты, по- 
люсь въ фокуеЪ), то 1000- 
зрафь есть кругъ; но прежде 
разсмотримъ значеше про- 
изведеня р?8. 

Произведен: в 

( 


рр. 0бер. озши(еа 
__ р. 48 в (48 
ой. 
Числитель, т. е. р@з зп (48, а), представляеть удвоенную величину пло- 
щади сектора ОММ, (черт, 26), описаннаго ра- 
мусомь ОМ въ теченш безконечно малаго вре- 
мени 4#; по безконечной малости элемента 45 
траэкторти, площадь этого сектора безконечно 
мало разнится оть площади треугольника, деф / 
стороны ‘котораго сут: ОМ ==р и ММ, = 45 
а уголь между ними есть уголь ММО —, 
—[л — (45, а}]; хакимъ образомъ произведен 
?6' представляеть отношене между удвоенною 
площадью сектора, описаннаго радусомъ’ век- 
торомъ въ течеви времени 4, н величиноюэлемента времени 4; такое отно- 
шеше навывается секторальною скоростью. 
Если секторальная скорость (озназимъ 
ее черезъ 2А) извёстна какъ функийя времени 
# для всего движеня, то мы можемъ опред- 
лить интегрированемъ величину площади ©, 
описанной радтусомь векторомъ оть начала М 
движен!я до какого-либо момента { © есть 
площадь сектора, заключающагося между ра- 
дусомъ векторомь ОМ, (черт. 27) движущейся точки въ начальный мо- 


Черт. 95. 


р 


Черт, 26. 


о Р 


Черт. 27. 
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менть времепи, между радусомь вокторомъ ОМ въ моменть # и между 
дугою траэктори М,УМ, пройденною точкою оть начальнаго” момента до 
момента $; площадь: р 4 51 (45, а) можно разсматривать какъ удвоенное 
приращение 49, которое получаеть 9 въ течеще элемента времени 4, по- 
этому секторальная скоростьдА можеть быть выражена такимъ образомтъ: 


— 249 
2А=. 


Отсюда получимъ интегрировашемъ въ предфлахъ оть #=0 до # 


9= [ам 


если А дана какъ функщя времени, 
Если сектомальная скорость постояниа: А = с, то: 


Че. (40) 


то есть илощафь сектора, описываемаю радёусом5 векторомь, возрастает 
равномпрно. 


Въ движени по эллипеу, раземотрнномь выше, 2с = а. вУ1—2 
ти 
# = @® и, откуда а? (1-е?) =”, поэтому 26 == п@ф... 


Означимь черезь Т время, въ течени котораго движущаяся точка со- 
вершить полный обороть по эллипсу, пря этомъ радусъ векторъ опи- 
шеть полную площадь эллипса: таб; равенство (40) тогда обратится 
въ слёдующее: 

1 .Т 

5, 
2" 


таб = 


откуда 


Итакъ, для эллииеа равенство (33) можно представить такт: 


2таф_ 
т 


Теперь опредфлимъ годографъ дия точки, движущейся по какому-либо. 
коническому сфченю: 


р? == 


=-—_Р : 28 

= Тест - 28) 
при уеловш, чтобы при движени секторальная скорость оставалась по- 
стоянною: 


926’ == 26, °. (41) 


Уравневе (28) представляеть эллипсь при е<1, гиперболу--при е>1 
и параболу при е=1. - . 
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Прямолинейныя координаты хи у движущейся точки выражаются 
слёдующимь образомъ въ полярных ко- 


ординатахь: 
Я = 06036; у=рывб; 
поэтому: 
26058. рзш0 
= 1+е6036° 7 Т-е0038° 


Прямолинейныя координаты годографа 
суть 


а @ 
я=ц, У= и: 
то ет: и о 5 
4 
‚ _ 6056-е „0 
9=- Е) ПР ЧЕ. 
На освовави же равенства (41): 
я = — тб 
р 


= ево; 


исключивъ отсюда 6, мы най- 
демъ уравнение годографа: 


Не -(ыь 


Для эллииса это есть ни что 
иное какъ уравнене (38 615); мы 
уже раземотрёли видъ и поло- 
жене круга въ этомъ случаВ 
(е< 1); посмотримъ, какъ распо- 
ложенъ годографъ движешя по 
гипербол® ини парабол$. 

При е=1 уравнене (28) пред- 
ставляеть параболу (черт. 28), 
расположенную такъ, что поляр- 
ная ось проходить черезъ вер- 
шину кривой, а фокусъ совпа- 
даетъ съ полюсомъ; уравнен!е (44) 
при в==! представляеть кругъ, 
касающийся полярной оси въ полюсв; центр его на оси У; движене 
имфеть наибольшую скорость 0% =“ въ вершинё Р. 


Черт, 29. 
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При е>1 уравнеше (28) представляеть типербопу (черт. 29), распо- 
ложенную такимь образомъ, что въ полюсё находитея одинъ изъ фоку- 
совъ кривой, & полярная ось проходить черезь вершины обфихь взтвей 
кривой. Уравнеше (44) представляеть пря этомъ кругь ненересвкающий 


2. : 2 
полярной оси, такъ какъ ОС —= > болфе радуса круга: > ‚ наиболыиая 


скорость 09 = ие 1} въ вершин® Р, наименьшая: 04 == Г (е— 1) 
въ вершияВ 4; 06$ скорости имбють направлешя положительной оси У. 

Ращусь векторъ 08, какательный къ годографу, представляеть ско- 
рость точки, находящейся на безконечио большомь разстоянш оть О, 
т. е. на ассимитотВ, а потому 05 долженъ быть параллельнымь къ 
ассимитотВ. 


Задачи. 


Координаты движущейся точки выражены функщями времени; опре- 
ДВлить видь и положеше траэкторши, выразить величину скорости и на- 
правлене движешя въ функщяхь времени и составить уравненя годо- 
графа скорости. 


1. &=в-+ а (0 
У=-+ О 
в=е+ 1/0) 
2. &=0008 & 
у=ёзл её. 
'Траэктория: 


Величина и направлеше скорости: 

в =е Иа" — (@— Я) 096 Ш (Хх) = — и сов о. 
Уравиеше годографа: р 
ай © в 

3. д—ае"; у=фен. 
'Граэкторя: 19 = 96. 


Величина и направлеве скорости: 


= + ев 


— 45 — 


Уравнеше годографа: 


ау = — аб. 
4. ` х а (ем =#); у й (ем е-#) 
. 5 ; 5 . 
Траэкторйя: 2 у’ 
в й= 1. 


Величина и направлен скорости: 


р >52 х 
о-а/ би, ОХ ту 


Уравнене годографа: Ра 
т ав 
5. д—=4005 2 + ампер у=60$ = + В =. 
Траэктория: 


2? (В + В?) — 2жу (а6 + а) + уе - а) = (48—14). 


Уравнене годографа отличается только множителемь =? во второй 
части; показать, что эти кривыя—эллипсы. 


6, 2-0; у=ёР. 


Траэкторгя—полукубическая парабола: 


Ч 
#=рУ. 
Уравнеше годографа: й 
9" = За 2 
а 
т. УЕ) 


—1 Я ен у 
=: а г—*) — 91 


Величина и направлене скорости: 


2 В 
= - рии ты 


4 603 (г, У) == а" 
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— эн _Я 
оо (0,) = (6+ "т 


а -е) _ @— (9+ Фу 
да аа № _ 


ОУ) 


Кривая имфеть ассимитоту параллельную отрицательной оси Я и отстоя- 
щую оть начала координать на разстоянт : по положительной оси У. 
Скорость горивонтальна въ моменть: 
1 # 
=2108[1+-— 
ы Е 01+ я 
{ 

тогда движущаяся точка паходится въ наивысшей точкЪ И кривой; ко- 
ординаты точки Н: 


Движущаяся точка ныфеть наименьшую скорость въ моменть #,: 
1 Ра +9). 


: У 
р 
! этотьмоменть поздифе момента &,. 
В При = 9? 
у! - 1 > 0 
У . у 
{ При # = 
| Годографъ (черт. 30); 
р 
| _ Ду Я. 
= а-Е 
у 8, 
+ 
=) 
Тразэкторя: . - 
бе. 
Р = 0856 


Величина скорости и углы, составляемые ею съ координатными осями 


си в ас 


2у2 


608 (а) == в 20; 60$ (98) = сов 20. 


У ее“ 
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Уголь, составляемый скоростью съ полярною осью- 


5 — 8. 
Уравнеше годографа: 21 
1 “°.. 
® = 400528 
* @зта 
3. р==8 (1 — а# 60$ а); 6 = т рооа` 


Ураннене -траэктори: 
09, = ща, тд, = ща, 


Проэкци скорости на координатяыхъ осяхъ: 


ар? ва 
р 


2 с08 (5, а) = — 26 60890; #508 (е, 3} = 


Уравнеше годографа: 


это — развертка круга радуса: аб еоза. 
10. р = а 6 = =, 
Уравнеше годографа; 


$ =- 


а 
— 476 608 - - 
Ра 


11. Дана циклоида: 
2 = В(® + то} 


у = А (1 + 603%), 


основане которой расположено по оси Х, & вершика находится по оси У 
{см. черт. 31); ®—есть угол, на который поворачивается. при катави 
круга по оси ХОХ, тоть Маметрь О, СМ, па конц® котораго находится 
точка, вычерчивающая пиклоиду; уголь « имфетъ отрицательныя значен1я 
для части 8,Х кривой. Разстоявия $ по циклоидВ считаются оть точки 5, 
положительными въ сторону, означенную стрфлкою, т. е. въ сторону-оть 5 
къ Х и отрицалельтыми—въ сторону оть 5, къ Х. 
Цо давной циклоидь движется точка 41 по елвдующему закону: 
——- 
$51 (. У я 


). 


Величина скорости: 


озвуда: 


о 
По свойству циклоиды, длина дуги $ выражается слфлующимъ обра- 
зомъ въ координат у: 2 


зи =38—% 
а такъ какъ 
, 
то будеть: 
у 8=4В т 5; 
поэтому: 
р а а ®) 
у = 28 за [т 5-58 ъ) == А(с08 ® — 603%), 


тдВ ®, есть уголь, соотвётствующий длин дуги $». 
По свойству циклоиды касательная въ какой-либо тозкф ея (М) про- 
ходить черезь ваинизшую точку 7 (см. черт. 31} катящагося круга, тавъ 


° что касательная наклонена къ основанию циклоиды подъ угломъ 2: по- 


Черт. 81. 


этому уголь 9, составляемый направлешемьъ скорости съ осью Х, равенъ 


или (- $}, или (=— >), смотря по направленно движеня (см. черт. 31); 


во всякомъ же случа: 
у 603 29 — 08 ®. 


Слфдовательно, уравневе годографа скорости будеть (въ полярныхъ 


координатахъ): 
ы и? — 298 (608 99 — 603%). 


Если 


то уравнев:е; 9" — 298 605 29 ° 


представляеть лемнискату, главная полуось которой равна У29Е. 
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ГЛАВА п. 


Ускореше абсолютнаго движеня точки. 


$ 16. Венторъ. Геометрическое сложен!е я вычитание векторовъ, 

Въ параграфЬ 12-мъ было сказано, что скорость представляють въ видё 
отрёзка прямой лин, отложеннаго оть положеня точки въ направлен 
движеня; отрфзокъ этоть долженъ заключать въ себё столько единицъ 
длины и частей ея, сколько въ изображаемой имъ скорости заключается 
единицъ скорости и частей ея. 

Въ механик и въ математической физикв очень часто приходится 
разсматривать тая физичеекя количества, которымъ приписывають ве 
только величину, но также и направленю. Такая количестве называются 
вектотальными величинами. Къ числу ихъ принадлежать: скорости, усво- 
решя, угловыя скорости, количества движешя, силы, моменты силъ и мо- 
менты количествь движеня, Эти количества изображаются длинами, за- 
кдючающими въ себф столько единиць длины и частей ея, сколько въ. 
изображземой векторальной величинВ заключается единиць и частей ея; 
длину эту проводятъь въ направлении, свойственномъ изображаемой век- 
торальной величин. Изображенныя такимъ образомь величины назы- , 
ваются векторами. Каждый векторъ, независимо оть точки призожешя 
его, т. е. оть точки, изъ которой онъ проведенъ, опредфляется тремя 
геометрическими величинами: длиною, и двумя углами, опредфляющими . 
направлен! вектора, или же вбличинамя проэкцй вектора на три, не #е- ; 
жашя въ одной плоскости, оси координать. В 

ПростВйшимь прамфромь вектора можеть ‘служить ражусь векторь х 
сферическихь координать (8 3). Положене каждой точьи пространства 
опредфляется длиною 7 радтуса вектора, проведеннаго изъ начала О ко- 
ордипатъ и двумя углами риф ($ 3), опредфляющими направлеше ^ 
оть О кь М. Проэкщи радуса вектора на ортогональныя оси коордя- 
нать ОХ, ОУ, ОЙ суть величины: 


=: $505, у=изафытф, #==7005ф, 


еели за ось 2-овЪ взята полярвая ось ‚ОР {$ 3) и ва плоскость ОХ 
взята основная плоскость РОХ. 

Векторы, изображаюцие величины и направлен:я скоростей въ раз- 

. дитпыхь мфетахь траэкторши, описываемой точкою при какомъ-либо дви- 

женш ся, мы условились откладывать оть мёста точки на трактор, а 

когда въ 8 15-мъ дано было поняце о построени годографа скорости, 

то было сказано, что оть точки О откладываются радусы векторы ОЙ, 

К. Бобылев. 4 
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равные и параллельные векторамъ, изображающимь скорости точки въ 
разные моменты движен!я. Здфеь слфдуеть замфтить, что ОС’ и ироэкщи 
этого радуса вектора па оси координать суть длины, скорость же фи 
ея прозкщи 2’, у’, # на оси координать суть скорости и величины ихъ 
равиы отвлечепнымь числам», умножениымь на единицу скорости, равную 
[2 
и 
если [1] означаеть величипу: [одивица длины], а [Т) означаеть вели- 
чину: [единица времени]; поэтому, чтобы обратить +, 2', у’, 2 вЪ длины, 
нало помножить ихъ на [Т], т.е. на величину едивицы времени. Всяфд- 
стве этого 
ОГ = [Т].°. 


и 


а проэкщи длины ОС’ яа оси координать, т.е. координаты точен С”, вы- 


разятся тавъ: а 
00 оз (00, Х) = [Тре = [т] р 

Е. , 

, 00 сов (00, У) = ти =. (О 
@2 


0003 (00.2) = [Т] 2 = [1] у. 
Надо всегда имфть въ виду различие въ измбреншяхь разныхь физическихь 
количествъ, о которыхъ говорится въ механикВ или въ математической 
физик. Какая пибудь длина есть отвлеченное число, умноженное па ве- 
личину единицы длины [Т.], какой-либо промежутокъ времени есть лро- 
изведен!е отвлеченнаго числа на величину единицы времени [Т], какая- 
либо скорость есть произведен яфкотораго отвлеченнаго числа на еди- 
вицу скорости. Въ разныхь равенствахъ, встрёчающихся въ механикв, 
06 части равенствъ и веф одночлены, входяще въ каждую изъ частей 


равеяствъ, должны быть одинаковаго измёрешя; напримёръ: въ равеяствв: 
2 
хжан-ж-у 5' 


выражающемь прямолинейное равноускоренвое звиженше по оси Х-овъ, 
т, разстоянв движущейся точки отъ ваЧала хоордиватъ, есть длина, т. е. 
произведение ифкотораго отвлеченнаго числа на ед. длины [1], коли- 
чества а, 0$, 95 должны имфть т же самыя изифрешя, хотя # есть 
произведене отвлеченнаго чнсла на ед. времени [Т], поэтому @ есть 
произведеще нФкотораго отвлеченнаго числа на [1], < есть произведен 
изъ отвлеченнаго чисяа на [№], дленное на [Т), 9 есть произведене 
изь отвлечениаго числа на [1:], дфленное на квадрать [Т). 


ков _ направлен! равнялась 
ры 
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В% слёдующихь параграфахъ нерёдко будуть вотрчаться елучаи яф- 
хоторыхь гвометрическихь дЬйствй налъ векторами. Такъ какъ въ бли- 
жайтемъ параграфЪ будеть говориться о геометрическомь сложенши и 
геометрическомъ вычитани векторовъ, то необходимо здфеь дать поняие 
объ этихъ дВйствяхь. Пусть имфемъ ибсколько векторовъ одного и того 
же наименован!я (т. е. либо вёф они суть длины, либо вс суть ско- 
рости, либо ве силы и т. д.): векторь А.А,’ (черт, 32), имвюций нз- 
правлене оть 4, къ 4,’ и дливу а,, векторъ 4,4, имфющуй направлеше 
оть 4, къ А, и длину @., ... наконець векторъ „А. „ имбющий направлеше 
оть д, к 4,’ и длину а. 

Гедметуивческою суммою 
этихъ векторовъ называется 
векторь ВВ’, имбюций такое 
направлеше и такую длину 6, ‚ 
чтобы проэкщя его, на вся- А. 


сумм$ проэкдй на то же на- А) 
правление вофхъ зеометри- 
чески слазаемих векторовъ 

а, а»... а. 

Построен ‘величины и 
направлене вехтора ® ипро- 
изводится такъ; изъ какой-либо точки О провелемъ длину О, равную 
и параллельную вектору 4.А,’,` изъ точки а, проведемъ длину а:а,, рав- 
ную и параллельную вектору 4,4,’, ит. дз; конень а, послёдней длины, 
равной и параллельной вектору 4,А„’ соединииь съ точкою О. Длина 
Оо„ замыкающая многоугольникь Од.а,...0,, будеть равна и парал- 
лельна геометрической сумм векторовъ @,, в, а.,...а,. 

Чтобы озналить, что векторъ Б есть геометрическая сумма вевторовъ 
а, а, @,...@„ припимають сяфдующее обозначен!е: 


$ 


а ча та +... +4, ца 


которое должно выражать, что проэкщя вектора 6 па какое-либо напра- 
влене равняется сумиЁ ` проэкщий векторовъ @,, в, @,...а, на то же 
направлене. 

Предыдущее символическое равенство (П) замфняеть собою три вл- 
дуюня алгебраичесыя равеяства, выражаюцщия, что проэкщи геометри- 
ческой суммы на на три незаключающеяся въ одной плоскости. изправленя,_ 
з именно на три взаимно ортогональныя оси Х, У, 2, равны суммамъ 
проэкщй геометрически слагаемыхь векторовъ на ть же изиравлешя. 
Равенства эти суть: 

+ 
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$08 (6, Х) = а, с05 (а,. Х) + 4, е03 (а, Х) +... + а, 03 (а,, Х), 
$ 03 (8, У} =«, 608 (а, У} + а, с08 (а, У) +... -+ в, 608 (а, У), 
$ с0з ($, 2) =а, с0з(а,, 2) на, сов (а, 2) +... + а, 05 (а, 2). 


Можно еще- слдующимь образомъ построить геометрическую сумму 
н*сколькихь векторовъ. ЙИзь точки О проведемъ дв длины, равныя и 
параллельныя векторамь а иа., на нихъ, какъ на сторонахъ, построимъ 
пафаллелограммь, щаговаль котораго, проведенная изъ 0, будеть геоме- 
трическою сунмою этихъ двухъ векторовь, такь какъ она замыкаеть тре- 
угольникъ, построенный на длинф, проведенной изъ О, равной и парал- 
хельной вектору а, и на проведенной изъ конца ея сторолё параллело- 
грамма, равной и параллельной вектору @,. На построенной ДМагонали 
перваго параллелограмма и на длин, проведенной изъ точки О, раввой 
и параллельной вектору а, построимъь другой израллелограммъ, даго- 
наль котораго, проведенная изъ О, будеть геометрическою суммою трехъ 
векторовь а, а, @. Продолжая тзкимъ же образомъ далёе, получимъ 
наконець геометрическую сумму вобхъ слагаемыхь векторовъ @,, @.,..,@,. 
Способъ этоть даеть возможность показать графически, что получается 
всегда одна и та, же длина и то же направлеше для теометрической суммы, 
независимо оть порядка сложешя. 

Вь предылущей глав ветрёчались уже примфры геометрическато сло- 
жения взаимно перпевдикуларныхь векторовъ. Такъ въ 5 14-мъ формулы 
(20) и (203) выражають, что скорость есть теометрическая сумма 
прозкшй ея на оси о и В, или что она есть магональ прямоугольника, 
ностроевнато на этихь проэкшяхь. Формулы (7) $ 11-го выражають, что 
скорость ® есть геометрическая сумма взаимно перпендикуляряыхь сжо- 
фостей 2, у’, 2’ и указанное въ концф $ 12-го и на чертежб 12-мъ ио- 
строен скорости, какъ Дагонали прямоугольнаго нараллеленипела, пред- 
ставляеть собою примфрь геометрическаго. 
сложешя. Въ $ 14-мь построеше скорости, 
какъ дегояали прямоугольнаго параллелени- 
Педа, также представляеть примфрт геометри- 
ческаго сложешя векторовъ: 7", 7%’, гаш ф.$’. 

Геометрическое вычитание вектора АА’ 
изъ вектора ВВ’ (черт, 33} имфеть ифлью 

Черт, 33. найти такой векторъ СС’, прозкшя котораго 

ка какоелибо направлен равиялась бы раз- 

ности проэёщй на то же направлене векторовъ ВБ’ и 44’. Говоря 
иначе: есля геометрически сложить С’ (гометрическую разность} съ 
АА! (звометрически вычитаемымь вектором), то въ суммё долженъ по- 
лучиться векторъ ВВ’ (звометрически уменьышаемый векторз). Для по- 
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строен1я геометрической разности надо изъ конца В’ (черт. 33) провести 
днину В'А, равную, параллельную и прямопротивоположЕую длинё 4.4’ 
соединивъ точку В съ точкою А, подучемь длину ВА,, равную и па- 
раллельную геометрической разности ОС’ = с. 

Дфйстве это обозначается символическимь равенствомъ: 


ба, еее: (Ш 


выражающимъ, что прозкшя на всякое направлевше вектора с равна 
проэющи на то же направлеше вектора $ безъ проэкщи вектора а. Оно 
замфняеть собою слфдующя три равенства: 

6 605 (с, Х) =6603 (5, Х) — а с08 (в, Х), 

© 608 (с, У) = 6608 (6, У) — в 08 (а, У), 

6 60$ (с, 2) = 005 (8, 2) — асов (а, 2). 

8 17. Что понимаютъ подъ ниенемъ ускореня. Изифрешя и единицы 
увкорещя. Предотавлеще ускорея векторомъ. 

Ускореше ость конечная величина, присущая всякому такому движе- 
ню точки, при кохоромь скорость измняеть постепенно свою величину, 
или свое направлене, или то и другое 
вмфотВ. 

Прежде, чВмъ дать точное опредфле- 
не повямя объ ускореви, примфнимое 
какъ къ прамолинейному, такъ и къ кри- 
волинейному движеню точки, мы должны 
условиться относительно того, что ся- 
дуеть понимать подь именемь узминейя 
скорости. 

Пусть двяжущаяся точка М имфеть 
въ моменть & скорость 9, величина и 
иаправлеше которой изображаются с0-. Ху 
отвЪтственнымь ражусомъ векторомь ОО Черт. 19. 

(черт. 19) годографа скорости; въ нфко- 
торый позанфйпий моменть {, пусть точка имфеть скорость ©, предета- 
вляемую радусомъ векторомъ ОСТ, того же годографа. 

Подё измпнещемь скорости точки вз течещи промежутка времени 
отё { д0 & мы будемь модразумпвать звометрическую разность между 
скоростью %, и скоростью 9, то есть, такую скорость, которую нужно 
зеометрически сложить во скоростью ® для тою, чтобы получить ско- 
фоеть ®.. 

Слдовательно, измънене скорости есть также скорость; величина и 
направлене этой скорости изображается длиною и изиравлешемъ хорды 


у, 
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0,, проведенной оть точки (7 до точки (7, годографа скорости. По- 
этому разсматриваемое измфнен!е скорости равно: 

00°. 

Е] 

Въ движеши точки скорость ея измфняется не вдругъ, но постепенно, 
такъ что въ течене весьма малаго промежутка времени оть # до ё- А 
скорость ® изыънится на весьма малую скорость, изображаемую хорлою 
ОО, годографа, соединяющею точку (7, соотвфтствующую моменту #, съ 
точкою О,, соотвфтетвующею моменту #- 4&, 

При уменьшеяи промежутка времени АЁ и при приближени его къ 
нулю, умоньшается и приближается къ нулю и хорда О0., а направ- 
леве ея, проведенное изъ точки (7), приближается къ направленю ка- 
сательной, проведенной язъ точки Г къ годографу въ ту сторону, въ ко- 
рую перемфщается съ течещемъ времени точка, описывающая годографъ; 
отношене же между измбнешемъ скорости, изображаемымъ хордою (О,, 
и величиною промежутка времени 42, праближается при этомь къ иЪко- 
торому конечному предфлу, называемому величиною ускоренёя точки в 
‚моменте Ё. 

Величина ускоренся движущейся точки вз моменть # есть величина 


предьла НИ 
предёль [00 —_ 
ры. . ГАНА: =0 


кз которому( о: де между изминетемь скорости вз течении про- 
читка времени отз $ 00 (Е -- А) и величиною промеоушна Аеваь 
,) при уменышени послюдняю 90 нуля, 
Въ предыдущемь выражен величины ускорешя можяо замфнить 
хорду голографа дугою, стягиваемою ею, по слёдующимь причинам. 
Въ курсахъ дифференщальнаго исчисления доказываетея, что длина 
хорды, стягивающей дугу безконечно-малой длины Аз, короче дуги на 
безконечно-малую величину третьяго порядка, & именно: 
(48). (*) 
240" 
принфняя эту формулу къ дуг Ао годографа, стягиваемой хордою ОО, 
будемъ имфть: 
уу. (дз): 


ар’ 


[22 45] (49) Аз 
пел д т |5 


®) 7. Вента. Теыё до сш аНётевие! 55 ав саде нцоцтай, . Омош а 
тов, р. 554, $ 511. 


хорда = 48 — 


00, = Аа — 


и отсюда 
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При приближеши АЁ къ нулю, приближается къ вулю и До, & по- 
тому второй члепъ второй части въ предл обращается въ нуль, имфя 
миожителеиъ квадратъ Ав. Олфдовательно, величина ускоренйя, которую 


условимся ‘обозпачать знакомъ ®, выражается такъ: 


=та’ ние @% 

тдЪ 43 есть длина безконечно малой дуги годографа, пробфеаемой точ- 
кою (7 въ теченм промежутка времени отъ момента # до момента & + 4, 
въ течени котораго движущаяся точка уробфгаеть по траэктори безко- 
ночно малую длину 45, у 

Изъ этого выраженя видно, что ускореше имфеть измфренёе длины, 
дёленной на квадратъ времени, такъ что 
м 

И такь: величина ускоренфя движущейся точки в5 какой либо мо- 
‚менть времени равняется дъленной на единицу времени скорости, вото- 
рую имзетз в этоть моментз точка, описывающая 1одорафе скорости. 

Чтобы дать болфе наглядкое поняте объ еднницахъ ускоренй, опре- 
дВлимъ ускореше точки, движущейся прямолинейно, и имфющей постоян- 
ное ускорене, причемь разстояне считается отъ той точки прямой ли- 
чи, въ которой движущаяся точка паходилась въ моменть $ == 0. Дви- 
жене выражается уравиенемъ: 

= + СР, 


единица ускоремя 


тдВ а есть положительная чтостоянная величана, имвющая изыбреня 
скорости, О == постоянная величина, имфющая измёрешя ускорешя 
(форм. (У). 

Скорость отого прямолинейнаго движешя выражаетея такъ: 


48 
"= = а + 20% 


откуда видно, что а есть величина скорости точки въ моменть # = 
такъ называемая начальная скорость движущейея точхи, 

Годографъ скорости при этомъ лвиженщи есть прямая лия, парал- 
лельная траэктори, и разстояще точки 0 оть О равняеея ‘ 


з = (а + 20 [1]. 


Олфдовательно, ускорене имфеть величину: 
о = 20, 


а направлеше скорости точки (7 совпадаеть.съ направлешемь ОПУ. 
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Прямолинейное движене съ постояянымь ускорешемъ называется, 
какъ извЪстно, равномфрно-ускореннымъ, если скорость движущейся точки 
непрерывно возрастаеть и равномфрно замедленнымъ, если скорость не- 
прерывно убываетъ. 

Мы не входимъ здВеь въ подробное разсмотрее свойствъ равно- 
ускоренныхь и равнозамедленныхь эрамолянейвыхь движенй, такъ какъ 
это дфлается съ достаточною подробностью въ начальныхь курезхь физики. 

Возьмемь такое разкоускоренное движене, при которомъ въ началь- 
ный моменть скорость равна нулю и въ которомь движущаяся точка 
проходить въ первую единицу времени длину, равную половинф еди- 
ницы длины; ускореве въ этомъ движени равняется единице. . 

Вь самомъ дЬлЬ, если а равно нулю, то при $ — {Т] пройденкое 
разстовше будеть С[Т]?, а такъ какъ это должно быть равно [Г]: 2, то 


пл 
пр” 

Слёдовахельно, единицу ускорения импетз точка, выщедшая 
ментз { = 0 из5 покоя и движущаяся прямолинейно и равн г 
химз образом», что вз первую единицу времени она проходит“ 
длины пути. 

Величина всякаго ускоревя выражается произведещемь н®котораго 
отвлечениаго числа на единицу ускоренйя; одно и то же ускореше мо- 
жеть выражаться различными отвлечеяными числами, смотря по тому, 
что мы возьмемь за единицу длины и что—за единицу времени. 

Нели возьмемь за единицы метръ я секунду средняго времени, то 
величина ускорешя, которое имфеть всякая точка твердаго тёла, сво- 
бодно и безъ вращеня падающаго въ Парижь на уровн® моря, выра- 
зится Такъ 


г=2б= 


а 
й рт 


[метръ] 


Я — 9,8084 [секунда ' 


потому что каждая точка тфла пробфгаеть въ первую секукду послё из- 
чала палешя 4,9047 метра, 

Если за единицу длины взять дециметръ, & за единицу времени ми- 
нуту, то это же самое ускорее выразится отвяеченнымь числомъ въ 
36000 разъ большимъ, & именно: 

[дециметрь] 
[минута]? 


9 = 3531384 


потому что новая единипа ускорешя во столько же разъ меньше прежней. 

Взявъ за единицу длины сантиметръ, величину котораго обозначим: 
[С], & за единицу времени секунху средняго времени, величину кото- 
рой обозначим: [5], будемъ имфть слфлующее выражен величины уско- 
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рен1я силы тяжести на широт Х и на высот А ‘надь” зёиною-поверх- 


9 = (980,6056 — 2, 2,5028 св 2. —0 ,000003^) 9. 

Подобно скорости, ускореве разсматривается какъ векторъ, отложен- 
ный оть положешя точки по направлено параллельному скорости точки 07, 
описывающей тодографъ, и направлен! это принимается занаправлене уско- 
ренйя, Условимся обозначать, направлене ускорен!я тВиь же самымъ зна- 
кОМЪ Ф, какимъ мы условились обозначать его величину. Длина вектора, 


изображающаго ускореше, будеть, слФдовательно, равна: 
®[Тр. 
Векторъ этоть можеть быть прозвтированъ нз всякое направлеве и 
на всякую плоскость. 
Изъ всего сказаннаго въ этомъ параграфВ видно, что ускорене мо- 
жеть быть охарактеризовано слфдующими словами: это есть величина, 


‘опредфляющая быстроту я направлеше измфнешя скорости въ разсиат- 
риваемый моменть времени. 


$ 18. Ускореще яъ прямолинейномь движещи. Проэкщи ускоревя ка 
ови координать при какомъ бы то ни было абволютномь движения точки. 


Въ прямолинейномь равномфрномъ движеши ускореве равно нулю, 
тавъ какъ скорость точ 1 не измфняется ни ло величинв, ни по направлен ю. 

Вь прамолинойном» равномфрномь движеши точки годографъ есть 
прямая ливя, параллельная прямолинейной траэктори точки, поэтому 
ускорене направлено вдоль ло лини движен!я, въ сторону движеня или 
въ противоположную сторону. 

Выберемь на прямой лин нфкоторую `постоянвую точку б, и одно 
изъ двухь направлений прямой, выходящихь изъ этой точки, примемъ 
за положительное, противоположное — за „отрицательное. 

Означимъ черезъ $ разстолне точки М оть $); 8 есть положитель- 
нзя или отрицательная длина, смотря потому, находится-ли М ло отно- 
шеншю къ 5, на положительной или на отрицательной сторон прямой. 

Производная % представляеть тогда скорость точки М по положи- 
тельному направленщю прямолинейной траэктори. 


Длина: ав 
=. 


представляеть разстояше точки (, чертящей прямолинейный годографъ, 
оть начала координать, черезь которое онъ проходить; разстояне с бу- 
- деть положительною или отряцательною длиною, смотря потому, напра- 
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влено-ли ОС’ параллельно положительному или отрицательному напра- 
вленшю прямолинейной траэктории, 

Ускорене прямолинейнаго движеня выражается слдующимъ образомъ: 

. 1 4 _@*8. 

та 
оно можеть быть положительнымь или отрицательнымь, смотря по тому, 
направлено-ли ово въ положительную или въ отрицательную сторону 
прямолинейной траэктор. 

Если точка М движется по оси Х и положевя ея на этой оси вы- 
ражаются равстоящемь ея х оть начала координать, то ускоренше ся 
зыражается, согласно съ предывущею формулою, второю производною 
оть х Ш # Фе. 

а 
если эта величина положительная, то ускореше направлено въ сторону 
моложительной оси Х, если же она отрицательная, то ускореве вапра- 
влено въ сторону отрицательной оси Х. 
Напримврь, если точка М движется по оси Х по закону: 


© = А 008 (= 


то ускоренше вя— сл6дующее: 


3, д? 
4 = г доз (2 ‚= 


аа м уз 


это выражен показываеть, что, когда точка находется на положитель- 
ной сторояЪ оси Х, тогда ускорене ея направлено въ сторону отрица- 
тельной оси, когда же точка находится на отринательной оси Х, то 
ускорене ея паправлело въ сторону положительной оси; слёдовалельно, 
во всякомъ положеши точки ускорене ея направлено къ началу координатъ. 

Зеличина же ускорейя въ этомъ движени пропорщональна разстоя- 
Ню точки отъ начала коорхинать. 

Обратимся къ криволивейному движеню точки. 

Ускорене, представленное длиною, можеть быть проэктируемо по- 
добно скорости нз всякое направлен и на всякую плоскость. Ооста- 
внмъ выраженя проэкцШ ускоревя на неподвижныя оси координать. 

Такъ какъ ускореше имфеть направлен!е скорости точки (7, чертящей 
годографъ, и величина его равняется величинЪ этой скорости, дфленной 
на {[Т], то вамь нужно будеть составить выражешя проэкщй этой ско- 
рости на сказанныя оси, 

Координаты точки СУ, чертящей годографъ, равняются проэкщямъ на 
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оси Х, У, @ длины, представляющей скорость точки, 10 есть, коорди- 
наты ея суть 


я =), Ши, =, 


слЪдовательно, проэкши на оси Х, о Я скорости этой точки С выра- 


зятся такъ: 
р. 92, 0.0, 1.92; 


проэкши же на оси координать ускореня движущейся точки М выра- 
затея, поэтому, вторыми производными отъ координать но времени. . 


4% 


9 с0з <, Х) = =ар д" 

. . ы ы 

$ с05 (в, У} = ... (0 
* . ы 

9 с08 (г, #) = ео =" 


Изъ этихь равенетвъ мы получимъ слфдующее выражене величины 
ускореня въ криволинейномъ движения: 


. "ая ГРУ Фе 
2=- Е -(#) = (:) --.- 


Вторыя памвеводныя х”, у’, 27 имфють еще ‘иное значене: это суть 
ускоренмащеехь прямолинейныхь дваженй по осямъ Х, У, , которыя 
совофиетють прозкщи Точки 2 на эти оси; слёдовательно, равенства (У) 
выражать, что ироэкии ускореня денжущенся точки М на оси кобр- 
динать Х, У, 2 равняютея ускоренбямь яроэкий точки М на эти оси. 

Кром$ того, изъ равенетвъ (УТ) и (УП) видно, что ускореме точки М 
„представляется, о величинь в по ‘направлено, Чилональю параллело- 
питеда, имтьющело вершину в5 точкь М, и ребра равныя в параллель- 
ныя усноренёлиз проэкиёй точки М на оси координаль. 

Изь этого слфдуеть, что 


оу + 2, 
то есть, что ускорене © ‘есть геометрическая сумма ускоревй 2”, у", 
2" или, что эти четыре ускорешя имфють тая величины и иапра- 


вленя, что изъ лин равныхь и пзраллельныхь имъ можно составить 
замкнутый четыреугольникь; этоть четыреугольнихъ, ковечно, не плоскй. 


*) Во глав {-, на стр. 80 в слдующихь ав ней, мы пе ввели символа еди- 
ницы времени въ зыраженя координеть точии (; присутств!6 его мы тамъ только 
подразумфвали, здфеь же ставльть его явно. 


— 60 — 


Если извфетны выражешя координать точки М въ функщяхь вре- 
мени, то, по формуламъ (УТ) и (УП), мы имфемъ возможность выразить 
функщями времени величину и изправлене ускоревшя точки М. 

Такъ, въ примфрахъ 2 и 3-мь мы найдемъ, что ускорен направлено 
параллельно оси У и имфеть воетоявную величину 9. 

Предлагаемъ опредфлить величину и направлеще ускореня при дви- 
жешяхь точки М, указенныхь въ задачахь №№ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 

Окажется: въ № 1, что ускореще направлено вдоль но прямолиней- 
ной траэктори движущейся точки; 

зъ №2, что ускореше направлено къ началу координать и равно 
«г, гв х есть разстояще точки М оть начала координать; 

въ № Зи 4, что ускорене направлено по продолжению радуса век- 
тора, проведеннаго изъ начала координать къ тозкё М и равно Ё*, 
тд = ОМ; 

въ № 5чоже, что и въ № 2, ‘но вмфсто & надо поставить г; 

въ № 6, что проэкщя ускорешя на ось У имфеть послоянную вели- 
чину: 24, проэкщя же его на ось Х возрастать пропорщонально вре- 


мени (2”-=6а#); 
въ № Т, чо 
у’ = — № 608 (64), 2" = — 9 — № 008 (52), 


то есть, что ускореше есть щагональ параллелограмка, построеннаго на 
ускорении 9, параллельномъ отрицательной оси 4, и на ускорени рав- 
номъ {0 и направленномь противоположно скорости точки М. 


$ 19. Ускореню при движеши точки съ поетоянною скороетью по 
окружностя х по цалиндрической винтовой лиши. 

Основываясь на опредЪълеши` понятия объ ускорени, данномъ въ пара- 
граф 17-мъ, опредёлимъ величину и направлене ускорен!я при движе- 
ни точки М съ постоянною скоростью а по окружности круга радуса- 

Е, центръ котораго находится въ начал ко- 
ординать О (черт. 34). Пусть В изображается 
длиною ОМ. и скорость & векторомь МА. Точка 
ь\ М двяжется по кругу равном$рно, поэтому ра- 
| дусь ОМ вращается вокругь точки О также 
равномфрио, причемъ отношеще между угломъ 
зраценя и единицею времени будеть равнымъ: 
В а 
в. 
Везичина эта, имфющая изифрешя отвле- 
ченваго числа, дфленнаго на [Т], называется у4ловою скоростью радгуса 
0М, а самый уголь поворота въ единипу времени будете равеяъ отвле- 


Черт. 84, 
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ченкому числу, равному: 
а 
в". 
Радусъ ведторь годографа 017, равный а. [Т] == МА, будеть имёть 
постоянную величину, а направлене его будеть равномбрно вращаться 


вокругь О съ тою же угловою скоростью 2, такъ что въ единицу вре- 
мени этоть радусъь ОС’ опишетъ уголь 


я 
Ут, 
з самый годографъ будеть кругъ радлуса а [Т]. 
Точка 0’ въ едикипу времени пройдеть длину: 
[1 а 
00.1 т] = 2 [т 


и скорость этой точки, направленная по СВ, перпендикулярно къ 07 
и стало быть параллельно МО, будеть равна 


йе 
$. 


а, слёдовательно, ускореве точки М, равное 
. ° 2 


Фе = 
Я, 
будеть направлено къ центру О круга. Длины Мо и ОВ изображають 
векторы, равные ай 
з 
в ПУ, 
т. е. длины линейныя, измфренё: [Е]. 

Слфдовательно, яри движении то крум) св постоянною скоростью 
точка имъеть ускореше, направленное кз центру круа и постоянной 
величины, равной отношению квадрата скорости кз величинь рафуса 
окружности, или произведено квадрата узловой скорости на радбусь 
окружностиь. 

. Опредфлимь величину и направлене ускореня точки М, движущейся 
сь постояняою скоростью а по вивтовой лит, начерченной на боковой 
поверхности цилиндра, радусь осповашя котораго равень А; высота, 
шага винтовой ливи равна # = ММ, (черт, 35), такъ что уголь г, со- 
отавляемый касательною къ кривой съ плоскостью освовашя, имфеть елё- 
дующий тангенсь: 


р Га 

=. 

ы 2=В’ 

& уголь, составляемый касательною въ направлени скорости МА съ 
осью цилиндра, или съ соотвфтотвенною производящею цилиндра, равенъ 


а — =) . На чертеж изображена 
“щая подъему оть.М до М, нь 


Черт, 35. 
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часть винтовой лини, соотвфуствую-^ 
одинъ шагь. Прозкшя скорости ва 
‘плоскость’ основавя равна & с05е 
и направлена по. касательной къ 
окружности основания. При движе- 
зн точки по винтовой лини, проэк- 
щя ея па плоскость основашя дви- 
жется равномфрно по окружности 
основаня с0 скоростью хс08= и 
стало быть радусь ОМ вращается 
вокругь О съ угловою екоростью: 
. а 6082 

В 
уголь же поворота ралуса ОЛ въ 

единипу времени будеть: . 


2.608 $ 
М} 


— 
Радусь векторь ОЙ годографа 
скорости равень я [Т]; онъ парал- 


, 


леленъ скорости МА и перпендикулярень кь ОМ. Тазъ кажь онъ с0- 


отавляеть постоянный уголу (: 
<тоянную величину, то прямая О 
вокругь этой оси, а годографь 
ОИ сове-= а с0зз .[Т}. Ташь какъ 


угловой скорости ращуса ОМ, то 


@ 208 = 


со. у 


=} съ осыю цилиндра и имфеть по- 
описываеть прямой круговой конусъ 
есть кругь ращуса ОЙ. равнаго 
угловая скорость радиуса ОГ’ равна 
скорость точки 07 равна 


а° с08* = 
= 


слфдовательно, ускореше, направленное изъ точки М, параллельно ско- 


рости точки 7, равно 


4? 608* = 


В 


и направлено оть М къ С, стало быть перпендикулярно къ оен цилиндра. 


Слфдовательно, еслё зиочка движется с постоянною скоровтию а 
по винтовой лини на цилинорть с5 радвусомь основашя В и уолё, 0- 
ставлаемый касательною из винтовой лиши с5 плоскостью основандя 
Гравенв в; то ускореше точки направлено периендикулярно кз`оси ци- 


} линора и равно квадрату произве 


денёя а с03 &, дъленному ма В, или ` 


‚ивадрату узловой скорости уабуса ОМ, помноженному на В. 
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‚ 58 20. Ускореще прк движещи точки съ постоянною скоростью по 
плоской кривой. Кривизна и радЁусь кривизны плоской кривой, Выраже- 
я велячины рамуса кривизны плоской кривой въ прямоугольных пря- 
полинейныхь координатахь и въ полярвыхь координатахъ. 

Пусть точка движется по илоской кривой съ постоянною скоростью о. 

Если считазь разстоящя по кривой оть той точки 5, на ней, тд 
движущаяся точка находилась въ момекть = 0, и при томъ принимать 
разстоянёя оть $, положительными въ сторову движешя точки, то дви- 
жене выразияся т8КЪ: 8 = 2. 

Есля х-= (8 иу= р (® суть уравкеня движешя точки, то, под- 
ставивъ сюда вмЪето # его выражешя въ 5, получимь выраженя для © 
иу въ функщяхь от 5; эти выраженя представимъ такъ; 


. р ==, (8). у=4, (3). 


Отсюда слфдуеть, что проэкщи скорости па оси координать выразятся, 
при движени по закону $ = о такимъ образомъ: 


‚_ 
ТЕЩА У= 
‚а проэющи ускореня-—тавь: 
4х 
"_— се а; 9" 


Такъ какъ въ этомь движеви радуусы векторы годографа скорости 
будуть имфть постоявную дляну О/= а. [Т], то скорость точки С бу- 
деть равяз: аа а аа 

ж=0бщ= аж ТЬ 
гдВ 4е есть уголъ между направленшями скоростей или касательных», про- 
веденныхь черезъ оконечности элемента 48 дуги тразкторш, проходимаго 
точкою оть момента # до момента (1-= @#). Уголь 4= называется узлом 
смежности душ 45, а отношеше 42:43 — кривизною душ *) въ разема- 
триваемой точкф кривой. Обратное этому отношеше 4;4е есть длина, 
называемая радусомъ кривизны кривой вь той же точкЪ. ‘Гакъ какъ 


здфеь = а, то величина ускорешя выразится такъ: 
42 ре 
въ’ 
РдЬ ф есть величина радуса кривазны, 

Ускорене здёсь имйеть направление по нормали хъ центру кривизны **), 


= 2? 


*) Курсъ дифферонщельнаго н интегральнаго исчислений, проф. К. Поссе, стр. 211. 
**) Тамъ же, стр. 212. 
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т. в., въ вогнутую сторону дуги. Это видно изъ того, что, если дуга @& 
вогнута въ сторону къ отрицательной оси У-овъ, какъ на чертежь 36-мъ 
тдБ М есть положене движущейся точки въ моменть #, М, — поло- 
жене ея въ моменть (#-= 48), а Г и Г, соотвфтственныя точки годо- 
графа, то скорость точки 07 будеть направлена въ сторону (В нер- 
пендикулярно къ ОЙ и ускореше бу- 
деть направлено оть М въ центру @ 
кривизны. 

Означивъ черезь р направлен нор- 
мали изъ точки М в центру кривизны 
С, можемъ написать; 


[ 


а 
= и сов (р, Х}» 


а 
У" = 5 <08 (р, У); 


сравнивь эти выраженя для проэкшй 
ускоремя съ тфми, которыя написаны 


Черг. 36. выше, можемь заключить, что 
41% _1 Фу _1 1. 
а тр Хх; дв= в 79% (,У) = ры (р Х). 


Отсюда слфлуеть такое выражеше для кривизны: 


‚ИВ 


Выраженю величины ращуса кривизны. илоской кривой, если уравнене 
ея въ прямоугольныхь координатахь написано такъ: у == {(4), дкфеть 
слфдующий видъ: 3 

ы и». 


ЧА +, 


тдЪ 
—.“ Ц _®. 
| УЕ, = 
Когда уравнене плоской кривой выражено въ полярныхь координа- 
тахъ въ такомь видф: г = (0), гд ги 0 суть поларныя координаты, 
то величина радлуса кривизны выражается формулою: 
3 
у =) 
= (фм 7 


=) Курсь дифференщальнато п иптеграленаго истисленй, проф. К, Побсе, ср. 213. 
#*) Тамь же, стр. 11. 
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$ 81. Ускорене въ движеши точки съ постоянною скоростью по ка- 
кой-пибо кривой неплоской (двоякое кривизны), Соприкасающаяея лао- 
скооть въ какой-либо точк® такой кривой, Еризнана кривой в радусъ 
Бривизны въ какой-либо точк®. Главная нормаль я бинормаль. 


Похобяо тому, какь и въ предыдущемъ параграф, представимъ себЪ, 
что движене точки по кривой выражается такъ: 8—2 если а есть по- 
<тоянная скорость движущейся точки. Выразивь въ уравненаяхь движе- 


я: == р, (1, у= (6, 2=1[( время # черезъ 5. получимъ: 
#=4: (5). у=$,(9), г=4 (8), 
ТДВ 8 = 04. . 
Поэтому проэвши скорости въ этомь движени выразятся такъ: 
ва  „ ‚__ @ 
= 48 В у —=а4 @8 з 


з проэвщи ускорешя на оси Х-овъ, У-овъ п 2-0въ тавъ: 


а а, Г. ети, = а 


Такъ какъ скорость постоянна, то ддина радгуса вектора годографа 
ОСТ и здфеь остается постоянною и равною а.[Т)], но, такъ какъ кри- 
вая не плоская, то коническая поверхность, образуемая радусами век- 
торами годографа, не будеть, вообще говоря, плоскостью и самый годо- 
графъ будеть нБкоторою сферическою кривою на сферь радуса равнаго 
®«.[Т], скорость же точки 7 и здёсь будеть перневдикулярна къ с3- 
мому радзусу вектору ОП. 

Если въ двухь весьма бхизкихь между собою точкахь Ми М, ие- 
плоской кривой проведемъ касательныя къ ней, то он, вообще говоря, 
не пересфкутся. Проведемъ рашусы векторы годографа ОЙ и ОС’, с0- 
отвЪтственно параллельные этимъ касательнымь. Провелемъ черезъ каса- 
тельную въ точкЪ М илоскость, параллельную каезтельной въ точк М,. 
Этой плоскости будеть параллельна плоскость, проведенная черезъ ра- 
дусы векторы годографа ОЙ и ОС,; посддняя плоскость будеть с»- 
вущею конической поверхности годографа, такъ кавъ плоскость эта пе- 
ресфкаеть коническую поверхность по проазводящииь ея ОС и ОП,. 
Въ этой сфкущей плоскости заключается и хорда 0. При приближе- 
и точки М, въ точь №, точка 0, будеть приближаться къ 0, про- 
неводящая ОС, —къ производящей ОЙ м сфкущая плоскость, вращаясь 
вовругь 00, будеть приближаться къ касательной плоскости конической 
поверхности, въ которой будеть завлючальея и скорость точки 0. При 
такомъ приближенш, плоскость, проведенная черезъ касательную къ тразк- 

Й. Бобылевь, 5 
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торм въ точкё М, будеть вращаться вокругь этой касательной, сохраняя 
параялельность къ вращающейся вокругь ОС’ сфкущей плоскости. Въ 
предзль, когда послфдняя обратится въ касательную плоскоеть кониче- 
ской поверхности годографа, и когда М, совиадаеть съ М, плоскость, 
проведениая через касательную прямую въ точк$ М, обратится въ такъ 
называемую соприкасаюнуумея плоскость *) кривой лини въ точкЪ М. 
Такъ какъ соприкасающаяея плоскость параллельна касательной плоскости 
къ конической поверхности годографа, проведенной черезъ производящую 
ОГ, и вь нослфдней должна заключаться скорость точки {7, то въ _60- 
прикасающейся плоскости должно заключаться ускореше точки Г. 
^ Вь томъ слутаЪ, когда скорость ® постоянна. скорость точки годо- 

- графа И перпендикулярна къ радусу вектору Об и равна 

рае 


„ 4 
97 =“ 


[2 


гдЪ @е есть уголь между векторами ОС и ОЁ’,, называемый угломъ смеж- 
ности между непересфкающимися касательными къ кривой въ точкахь М 
и ЛГ,. Отношене 4 къ длинё дуги 4 между точками Ги М, назы- 
вается и здЬсь кривизною кривой въ точкЪ М, а обратное отношеше 
называется радусомъ кривизны кривой въ этой точк$. Такъ какъ & а, 0. 


. 4 8 _ я 
8 = 
тдф р величина радуса кривизны. 

Въ неплоской кривой въ каждой точкЪ ея М можно провести без- 
численное множество нормалей, заключающихся въ нормальной плоскости, 
перпендикулярной къ касательной прямой въ точкЪ М. Пересфчеше нор- 
мальной плоскости еъ плоскостью соприкасающеюся называется алавною 
нормалью 1). То направлене главной нормали, которое ндеть въ вогиу 
тую сторону кривой, назовемъ положительнымь направлешемъ главпой 
нормали. На этомъ направлеяйи, которое условимся обозначать знахомъ р. 
въ разстояйш оть М равномъ р, находится центръ кривизны С. Другую 
нормаль, перпендикулярную къ касательной и въ главной нормали, назы- 
вають бинормалью *). Она нормальна къ плоскости соприкасаня. 

Въ разсматриваемомъ теперь случаф, когда скорость постоянна, уско- 
„реше направлено по главной нормали, поэтому: 


ра я? а? 
р °°8 (Р.Х), у’ = ъ 05 (р, У), 2 = 5 05 (р, 2). 


5) Курсь диффереящальнаго и интогральнаго исчиолен!й, проф. К. Поссе, стр. 244. 
2) Куреь дифференщильнаго и интогральнаго ночислони, проф. К. Поссе, отр. 245, 
+) Тамъ же, стр. 244. 
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Сравнивъ эти выражешя съ выраженяхи для проэкщй ускореня на оси 
Х-овь, Узовъ, 2-овь, написанными въ настоящемь параграф® раньше, 
можемь заключить, что 


® 1 4 1 . фа _} 
дя = р (р, Х), г = р (р, У), д = р {2. 2), 
а такъ какъ 
608 (р, Х) + 005* (р, У) + ©0837 (р, 2) = 1, 
то 


Е у \? #2 
(= (>) 
$ 32. Ускореше воегда заключается въ плоскости соприваваня. 
Проэкщи ускореншя на направленя скорости и главной норнали. 

Приведелное въ предыдущемъ разсуждене относительно параллель- 
ности соприкасающейся плоскости съ плоскостью, касающеюся. конической 
поверхности годографа по производящей О{7, остается вЪрнымъ и тогда, 
когда скорость © не постоянна. Тогда скорость точки И, описывающей 
годографъ, однако, не перпендикулярна къ ОЗУ, но всетаки заключается 
въ касательной плоскости, а, слфдовательно, параллельное этой скорости 
ускореще точки М веегда заключается въ плоскости соприкасавщя и, слф- 
довательно, перпёндикулярно къ бинормали. 

Итакъ, если точка описываеть какую бы то ни было траэкторйо двоя- 
кой кривизны, те ‘неплоскую, ускореше всегда заключается въ плос- 
кости оприкасаня и прозюшя его на бинормаль равна нулю. 

7 Предотавимъ себф, что точка движется какимъ бы то ни было обра- 
Зомъ по какой бы то ни было тразктори. 


Пусть: 
&=7(9, у, 2=ВОФ 


есть уравневя, выражаюнщия движеше точки, 

Нусть 8 суть разстоящя, считаемыя по траэктори движущейся точки 
оть ибжоторой постоянкой точки 5, взятой на траэктори: означимь че- 
резъ 5, такое разстояе въ начальный моменть: # = 0. 

Координаты 2, у, # можно выразить фуньщями разстояня в, если 
посльдьее будеть выражено функщею #, послёдиее же можно сдфлать ниже- 
слдующимъ образомъ. 

Мы составляемъ выражение: 

. в = ИР ЛР ОТ, 
въ которомь корвю приписываемь знакъ -+ для тфхь моментовъ, въ ко- 


торые скорость точки направлена въ положительную сторону трактор. 
5 
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Интегрируемь это равенство въ предфлахъ оть {=0 до #, получимъ 
требуемое выражеше $ въ функши времени: 


8=% + Гус < [ФР У ОР: 


По исключени времени изъ этого равенства. и изъ уравнешй движе- 
я, мы получим выраженя для, у, 2 въ функщяхъ оть я, причемъ 
надо имфть въ виду, что з есть функщя времени, выражаемая послёднимъ 
равенством, 

По этиамъ причинамь первыя и вторыя произвохныя оть координать 
движущейся точки по времени можно представить въ нижеслфлующемь 


видЬ: ах _ 424. 
@ 81’ 
фт _ Ф [48° р 48 
ар = а (в) в 4’ 
Слфдовалельно: 
40 (48 \2 а 45 
$ сов (Хх) = ат... 


Здфеь квадрать производной оть $ по { можень замфнить квадратомъ 
скорости точки; что же касается до остальныхь производныхь, то надо 
ииБть ВЪ виду два противоположные случая: 8) если скорость направлена 
въ положительную сторону траэктори, то: 


. в 45 _ 4 4 
= Ша’ дв = 60$ (©Х), ... 
6) если скорость направлена въ отрицательную сторону траэкториа, то: 
8 478 а 4. . 
® % ав &' = 08 ФХ); ... 
слфдовательно, во всякомъ случа: 
ах @з _ @ 
8 4 = в °° (#Х).. 


Такимъ образомъ мы получаемъ сяфдуюция равенства: 
. . ;? 
9 с03 (©Х)} = ° 05 (рХ) т 60$ (2Х) 
$ сов (У) = ; 608 (рУ) + д @ р 608 ФУ) с. (УПО 


2 605 (#2) = = 5 08 (52) „и 605 (#2) 


которыя выражають, что ускорене © есть дкиональ прямоуольника, 
стороны которазо суть: 7 


ускореве (1:6), отложенное из центру кривизны, 
‚ @ . 4 
ускореме зу, отлоэженное по направленю скорости, если т; > 0, 
. & 
и по направлено противоположному скорости, если < 6. 


Е 
Поэтому 5 есть проэкийя ускорешя на направлеще злавной нормали. 
Ей 

ай прок на направлене касательной. 


Величина ускоревя можеть быть выражена слёдующею формулою: 


$— / РА , и 
=р р @ 

Ускореме всезда направлено вз сторону вопутости кривой. 

4 . 

Если > 0, то есть, скорость увеличивается, то проэкщя ускоренйя 
на направлен скорости положительная, а стало быть все ускорене т со- 

. . 4 
ставляеть съ направлешемъ скорости уголь острый. Когда же Г < 0, т. е. 
скорость уменьшается, то проэвщя ускорешя на направлене скорости 
отрицательная и ускорене ф составляеть со скоростью уголь тупой, 

Проэкшя ускореня на направлеше главной нормали всегда положи- 
тельная. Она обращается въ нуль при скорости неравной нулю только 
въ точкахь перегиба траэктори, гдЪ радусь кривизны равенъ безко- 
нечности. 

$ 23. Проэкщи ускореня на оси полярныхъ хоординать. 

Если точка движется на плоскости и положеше ея выражается по- 
лярными координатами ри 6, причемъ начало координать О взято за 
полюсь, & ось Х-овъ за полярную ось, то р’ и 8 вь прямоугольныхь 
координатахь выразятся такъ; 


ИЕтчУ, в = 
& прямоугольныя прямолинейныя координаты въ полярныхъ выразятся таъ; 
х=рс06, у=рытб. 
Взявъ производныя по # оть обфихъ частей равенствъ, выражающихь 
в" к 126, получамь: 


р 
пр’ = ве’ + у, =, 


т. В" 


послёдиее можно представить такъ: 
96’ = ду — ум. 
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Проэкши ускорешя в& оси полярныхь координать можно получить сл} 
дующимъ образомъ; 


2 603 (2,2) =" 60$ (а, Х) + у’ с05 (а, У), 
$ е0з (2, 3) == 2" с08 (3, Х) + у" соз{8, У). 
Но ось а составляеть сь осью Х-овъ уголъ $ и съ осью У-овъ уголь 


с. ^ к 
(1-9, ось же В составляеть съ осью Х-овЪ уголъ (5) и СЪ осью 
У-овъ уголь (— 8), поэтому 


со (1, Х) = 086 = 5, соку) = 16 =, 
608 (8, Х) = — 518 = > сов фу) = 80 
поэтому: . . дам = уу" 
9% 608 (9, яж} = ^^, 
р 
В « и’ й 
$ с03 а 5 уг 
Изъ полученныхь выше равенствъ слёдуеть: 
рр" (р = аи уу" 2 + у", 
р 
И ди, 
но такь какъ 
лиф р 0, 
то легко получимъ: — о 
з 2608 (8, 5) = р" — р (8) 
в , ен 4%) 
2 Уз 90% ‹ 
т 9 с08 (2, В) = — 
г. МЫ ао" ВИА 


По этимъ формуламь мы опредфлимъ величину и направлене уско- 
решя въ примрахь 4, 5 и 10-мъ первой главы. 
Въ прим8р 4-мъ: 
. . 4? ы .. Ат 
4 0$ (99) = — 72 аб 0605 (983) = т“ 
т.е, прооэкщя ускорешя на ось В постоянка, проэкщя же ускорешя на 
радусь векторъ направлена къ началу координать и возрастаеть про- 
поршонально времели, 
Вь примёрВ 5-мъ: 


. . 2 к *. Я 
9 60$ (9) =р (. _ =}: $ св (#8) — 4т 


т #2. 
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ы р, 
вр [1 + 
пропоршональна квадрату величины скоросги (сравн. стр. 37). 
Изь выражешй проэкшИ скорости на оси полярныхь коорлинать 


слфдуеть: 9 
18 (22) = 7? 


Величина ускорешя: 


поэтому: . 
ря 
603" (59) 


‚= 


603 (29) = 05° (а) [1 —№°* (#2) == 6082 (04), 

5 (69) = ша (#5), 
то есть, ускорене составляеть съ осью а уголь вдвое больш угла, со- 
ставляемаго скоростью съ этою же осью. 

Если въ каномъ либо движени произведене р’6' имфеть постоянную 
величину, то проэкшя ускорешя на ось 3 равна нулю и ускореше на- 
правлено по оси я или противоположно ей. 

Это иметь мфсто въ движени точки по эллипсу, приведенномъ въ 
‘примфрЪ 10, гдЪ р'6' == ма Ут —е* (33). 

Тахь какъ ускореше направлено въ вогнутую сторону кривой, то 
проэкщя его на ось я имфеть отрипательную величину, & потому: 


2 205 (69) = ор". р (9, 
или о 
в = я — р", 
т Эс = р". 


Взявъ вторую производную по времени отъ равенства (28) стр. 38, 
мы найдемъ: 


__ ©5088 4" 
рр 
поэтому: ; 4 1 (44 
в = — 3. В 
рр 


то есть, ускорене обратно пропорийонально квадрату разетоящя точки 
отз начала координате. 
Такъ какъ: . 


2с == па? У! @!, р=а (1-е), вР= 9, 
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то послёднее равенство можно представить въ слфлующемъ вИДЪ: 


. 4 1 
=. 
Предлагьемь читателю опредфлить величину и направлен ускоревм въ дви- 
жещяхь, данныхь въ задечахь №№ 8 п 9; окажется: 
пъ задвчв № 8, что уекореше направлено по оси & оть полюса и прямопро- 
порщонально радфусу вектору движущейся 1очки, и именно ускореше разно: Р; 
въ задечё № 9, ускореше направлено по сей @ въ полюсу и обралио иропор- 
щонально нубу радуса вентора; а именно: 


+ за 
рии, 
$ 24. Проэкщи ускореня на оси сферическихь координатъ. 


Прамоугольныя координаты выражаются въ сферическихь слфдую- 
щимъ образомъ: 


= 5Пу 6089, уу зо зтф, 2-7 605$. 


Обратно, сферичесыя координаты могуть быть выражены въ прямо- 


угольныхь такъ: ^ 
Ру 


. Такъ какъ ось х есть продолжен!е радуса вектора 7х, то косинусы 
угловъ ея съ осями Х, У, Й выражаются слёдующими отношенями: 


Ея Е 
605 (а, Х) = -, 605 (а, У) = у, 608 (а, ИД) =... 
г ей у 
Ось т периендикулярна къ оси -0в% и къ плоскоети, проведенной че- 
резъ ось Х овъ и радусь векторъ, поэтому она составляеть съ осью Х-овъ 
т 
уголь, равный (Е + $) Е съ осью У-овь уголь ф, такъ что косинусы 


угловъ этой оси съ осями Х, У, & могуть быть выражены такъ: 


сов (1, Х) этф = — я ет ‚› 60$ (1, У) = с089 = язы: 
608 (1, 2) =0. 


Для опредфленя косинусов? углов, составляемыхь осью В съ осями 
координать, сдвлаемъ слфдующее построен (черт. 37). 
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Вокругь кахой либо точки С, какъ вокругъ центра, опишемь сферу 
ращуса равнаго единип$, проведемъ изъ С направлешя СХ’, ОУ’, 02’, 
параллельныя положительнымъ осямъ координать, направлеше (з, парал- 
лельное оси я, и направлеве (СВ, параллельное оск В. Дуги Х’У', У’4', 
Й'Х! будуть равны 5; уголь Х'2'а будеть равенъ $, дуга 2'а равна +, 
з такъ какь ось В перпендикулярна къ оси а и находится вмЪств съ а 
въ одной. плоскости, проходящей черезъ ось Я-овъ, го и на чертеж 37-мъ 
направлешя Ви х будуть въ одной плоскости съ направлешемь 2’ а 
уголь 2'3 будеть равенъ (5 — 9). Въ сферическомъ треугольник? 2'Х/В. 


косинусъ угла (3, Х) равенъ: , 


2 
605 (В, Х) = с08ф яп [= — $] = 
2т 
— 605 с08ф = язы’ 
а въ сферическомь треугольник® 
УВ: 


с0з (В, У) = 0 ф эт ( + 3) _ . = |7 х 
=. > 
зто ^^ р 


Такъ какъ дуга 2'3 равна ( + 9} , Черт. 37. 
то ИИ 
я ы 
В $ 
603 (8, 2) = — зи = — ИРИ. 
Теперь составимъ выражешя проэкщй ускорешя на оси а, 8, 7 по 


формуламъ: 
$ 208 (2, =” 608 (а, Х} + у" 008 (а, У) + 2" сов (а, 2) = 
— да уу" г 
=- Ё“—. 
2 605 (2, 8) = 27" 08 (8, Х) + у" сз (3, У) -+ 2" с05(8, 2) = 
2 (24 уу") г У у 
ий +у г 


2 005 <, ТР =а" св (1, Х) у" 065 (1, У) = 


ду’ — узи 
тт 
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Вторая часть перваго изъ элихъ равенствъ можеть быть найдена изъ 
равенства, получаемаго изъ 7? ==? + у’ +2? черезь дёлене его на 2 и 
составлеше производной второго порядка по $, 


Взявъ производную одинъ разь, найдемъ: 
тг’ —= 2 у 24, 
а взявъ производную второй разъ, получимъ: 


тет а у + + а; 
но 


кин п + пм. 4, 
поэтому: . 
2’ уу" + аа" =" — п ( — м мо, (9), 
и слбловательно 
© с08 (0, а) = и" — к (4) ко. (фу. .. №9. 


Третье выражен для проэкщи уекореня на ось у можеть быть най- 
дено слЪдующимь образомъ, Возьмемъ производную по $ оть обфихь ча- 
стей равенства, выражающаго 6; получимъ по замфнВ 4’ емо выраже- 
НЮМЪ ВЪ Г, фи: 


фе _ -и 
со — Ре 5$ 
отеюла 
ито. = у — у 
затВыь, взявъ еще разъ производную но # оть обфихъ частей предыду- 
шаго равенетва получимъ: 


а (7 я," . 
ри, 
Слёдовательно: 
. . 1 Что. 
$ 605 (, 1) = аи пе. ... ХТ. 


Для получеша выраженя проэкши ускорешя на ось 8, возьмемь 
производную по # оть выражевя 18 ®, получимъ: 


ка 1 (Е (2х = 9’) вуя- у) , 


вой Псой Гуйз у? 


ИЛИ: 


у й 
и == 2+), уРЕЯ. 


Возьмемъ производную’ по & оть обфихь частей этого равенства, 
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получим: . 
99) ау) тт 
в Руки ТУРУЗ 
2 (27 + у?) аа ели 
ИР (у) ° 


Послфдяе два члена второй части этого равенства по приведения 
ЕЪ одному знаменателю и по сокращени выразатся въ видф одного члена: 
2 (у — ух 
ту ° 
Подетавивъ сюда найденное вешие выражеше для (2у’ — у4') и за- 
мфшвъ ди (24° -- 9?) ихь выражешями въ г и ф, найдемь, что члень 
этоть получить такой ВИДЪ: 
т 6050. 7* 5“ о. (1 РИ а 
аи = 7 зто с08ф . (4')'. 
Слфдовательно: . 
` . та . 
9 608 (© =; и) — гымо с08. ($)... . (Х, 9). 


Примнимь эти формулы къ опредфленню ускореня при движени 
точки по локсодроми (прамфръ. 6-й $ 5-го). 
Здфев у разно постоянному, 9’ =а, ф’ ==0, 


ВИ ева _ ава 
Я = аа = зто 
с В, ара Ци 
й = ид, 2008, = — уз = ^ В 
2 08 (6, 8) = — Аа’ 11? а сов, 
т 2 оз ©, 1) == Ва? ва 08 о. 
акъ какъ 


$ с08 (5, В) = Ва, 1068 (, 7) = Ваша, 


то . . 
69 с03 (0, %) = 0, 


. . / 1 та 
© = ва | — ето . 
Это значить, что ускореше перпендикулярно къ скорости и умень- 
шзется по мёрф приближеня точки къ экватору. 
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ГЛАВА 111 


Абсолютное движенше, скоростн и ускорешя точекъ 
твердаго тфла. 


`$ 25. Неизмавлемая система точекъ или твердое твло есть такое, вс 
точки котораго сохраняють неизыёниыя разстоян!я между собою. 

Мы провелемь въ тлф три взаимно-перпендикулярныя плоскости и 
примем ихъ за плоскости УЮР, 2ЮЯ, ЕЮУ, лини пересфчешя ихъ 
за оси, а точку пересфченя осей—за начало КЮ) прамоугольныхь прямо- 
линейныхь координать, помощью которыхь будемъ выражать положеше 
точекь въ тфлф или отиоси- 
тельно тфла; эти координаты 
будемъ обозначать буквами 
греческаго алфавита: &, 1), ©, 
въ отличие оть координать 
эбсеолютныхь: 2, 9, 2, выра- 
жающихь положеше точекъ 
въ проетранетвЪ. 

Координаты &, 1, б вся- 
кой точки твердаго тёла не- 
измфнны; точка же, поеторон- 
няя твердому тёлу, можеть 
имфть координаты, изифняю- 
ицяся съ течешемъ времени. 

Мы будемъ называть ко- 
ординаты Ё, 7, $ — относи- 
телуными, координатами. 

Положеше твердаго тфла 
въ” пространств® опредфляется шестью величинами, а именно: 

Положене точки № опредфляется координатами ея 2„, Ун. 6» ОТНО 
сительно плоскостей коорлипать УОй, 2ОХ, ХОУ: направлеше оси ЮР 
опредфляется величиною угла $, составляемаго ею съ осью 02, и ве- 
личиною угла ж, составляемаго плоскостью, проведенною черезь АЙ. и 
черезъ линйо ДЮ’, параллельную оси ОХ. съ плоскостью 2ОХ; поло- 
жене плоскости 2ЮЕ опредфляется величиною угла э, доподняющаго 
уголь 2’РЕ до двухь прямыхь, уголь э есть двугранный уголь между 
плоскостями СЮТ и РЮЕ. 


Черт. 88 *). 


*) Принфченю къ чертежу: осп ЮХь ЮУ’ ЮР’ параллельны осямъ координать 
ОХ, 0, 02; пищи ЮМ перпендикулярна въ плоскости 2 ЕТО. 
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Такимъ образомь: 
Хоз Ук» без фу 0, 9 
` суть шесть величинъ, вполнф опрелфляющихь’ положене тёла въ про- 
странствв. ` 


$ 26. Переходь оть относительныхь координать Е, , ( какой-либо 
точки къ абсолютнымъ х, у, 2 производится по извфстнымь формуламь 
аналитической геометри: 
=» + & 605 (ХН) + 1 603 (ХТ) -н & с03 (ХР) 
У м + 60$ (УЗ) + пез (УТ) -+ 6 оз (УР) . (45) \ 
аа» + 5605 (ИН) + 1 оз (21) + 6005 (22) 
Косинусы угловъ между осями Х, У, 2 ив, Т, 2. я буду обозна- 
чать, для сокрашеня формуль, нижесл$дующими буквами: 
с05 (ХЕ) =4, 0$ (ХХ) = в, с0$ (Х7) = +, 
605 (УЕ) =: А, с05 (УТ) = в, 08 (У2) =», 
608 (Я) == , с0$ (2) == р, 605 (#2) = *.. 


Обратный переходь оть координать 2, у, г къ кобрдинатамъ &, т, С 
производится по формуламь: _ вов 46 0 
ы фору <”. 45 Же 
= (2 — 2%) А, + (у — у) ,, +(@— №) 
= ыы не-ь |. - 96) и 


= ебу (2 — 55) 


Косинусы угловъь между осями Х, У, 2 и осами #, Г, 7 выражаются | 
въ тригонометрическихь функщаяхь угловъ $, ж, э слёдующиамъ образом: 

Изь ‚сфорическаго, треугольника &МХ', въ которомь №Е =5—# 
МХ! = = = ТУ =з тж, уголь &МХ' = 9, найдем: 


Фа; вы пан. , =Р- 
А, = — зови ж 605 608 % 08$; (49 


изъ сферическаго треугольника ЯМУ’, въ которомъ МУ’ =: 


А, = Эта 608 26 -- ©08 9 5 же 05 ф; ... .. (48} 


изъ сферическаго треугольника #27’, въ которомъ #2 = з, уголь ^ 
572! =п-—з: 
- 1, = — 89 0088; (о... (49) 


изъ сферическаго треугольника ГМ Х', въ которомь ГМ = #0 = а, уголь 
УМХ =п— 9: 7 
м: = — 6089 50 2 — 919 608 ж 605 $;. . . . (50) 


—_ 18 -— 
изъ сферическаго треугольника ГМУ“ 
|, = 6059 605 ж — $19 5 2ж 605 9:.... 00 


изъ сферическаго треугольника 172, въ которомъ У7 = 5, уголь 


зая, (о... 2) 
изъ сферическаго треугольника 2'Х® 

У, = Ш ф 608%; . . - (о. : (53) 
изъ сферическаго треугольника 2.2'У": 
= зшфшж. о. . 64) 


и наконець: 5 
аконець У. = 605ф . . (ин. - (558) 
Велфдстве периендикулярности между собою осей Х, У, # и велбд- 

стве перпендикулярности между собою осей 3, №. 2, вышеозначенные 

коесинусы связаны между собою шестью равенствами: 


мм... . 06,4) 
ВНЕ = 1. . - . .. (56,8) 
м + У, 1 {56, с) 
вм, = в, НВ, =0. .... о. . 61,4) 
УЙ: НМ, - УЛ, =0. . о. . . (6571,8) 
Арье Ады, А. = 0. о... (51,6) 


Эти шееть равенствъ дають возможность выразить каждый изъ девяти 
восинуеовъ, входящихь въ нихь, четырьмя изъ числа восьми остальныхь. 

Мы составимь выражен!я такого рода для ^.. 
р®шить относительно этихъ величинъ уравнения (. 
щ{я ихь въ первой степени; мы найлемъ: 


А. А, А, УЕ (в) 


для этого надо 
‚ ©), завлючаю- 


р. — р вв В. в 


гдф: 


РЕ, — в фл. — р м, — ВУ. 


Вь томъ частномъ, которое имфеть знаменалелемь 7), числитель, на 
основани равенства (56, @}, равенъ -=- 1; можно доказать, что и Л) равно 
т аили (— 1), те. 2 =1. 
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Вообще сумма трехъ квадратовъ: 
(Ве — 065} + (Св — 46 + (46 — Вау. 
составленная изъ какихъ-либо шести величинъ: 


А, В, бас, 


можеть быть преобразована слфдующимъ образомт: 
ЛЗ + 426? — Аа ВЬ 
+ Ва? — Ве — 2ВЬСе |. 
бе + бр — 24а 


Прибавимъ къ этой суммВ А*а?’+ В? + 03? и тоже самое зычтемъ; 
будеть;, 


(ее 
в че ы —_ [ Ата + ВЧ С 
Сео) —+ 2АаВЬ - 2ВЬ Се + 206 Аа 


т: д В+ 6) етич) — (дач В+ 009. = 
Такимъ `образомь мы получили сяфдующую форкулу: 
== (Ве — 05)" + (0и — 4е} + (4% — Ва} = 


= (4* + В" -+ 0") (+ 2) — (Ма ВЬ-+ 06)". . (59) 


По этой формул Г’ можеть быть представлено тавъ; 


Др в вл) С + У) — (р м, ву 


на основаши же равенствъ (56,5), (56,6), (57, @) мы` получамъ отсюда: 
’ = 1; поэтому отношене: 
ии? 
, ро 
равно +1 или —1. ` 


Чтобы окончательно опредфлить знакъ этого отвошеня, мы обратимся 
къ частному случаю, въ котгоромъ ось ЮР. паранлельна оси Од я 


ЮТ. параллельна ОУ; такъ каф тогда ия 1, У, = 1, в.=0, 20 то 
изъ полученныхь выше равенствЪ мы найдент: ' 
у А, = 1. 


Чегко видфть, что при совпадени осей: 2. съ #' и Т съ У' должны с0- 
впасть также н оси Е и Х'. поэтому должно быть ^, = + 1; значить 
послЬдиее изъ отношенйй (58) должно быть равно (-+ 1); поэтому ра- 
венства (58) дають нижеслфдующуя выражен!я для коеипусовъ \„ „А; 


шесть прочихь выражен мы соетавимъ подобнымь же обравомъ: 


=, в... @), Анг вле. 0 8) 

Мавр. .. - 

веду, .. (@, ИЕ, — А, 44 @ 

ВА, ).... 0) 

А, А. > 9 А Ав, у @) 

№ = АД, — №Мрь. 

Если помножить обф части равенства (60,5) на Х,, обЪ части (60,6) 

на р, об части (60,#) на у, и результаты сложить, то полутимъ сумму 

А, -- ук. -- эл, въ первой части и нуль во второй; такимь образомъ 
зожно получить три нижеелфдующця равенства: (62, фе, 6). 

Изь выражен! (60), пользуясь формулою (59) и полученными ра- 


(60) 


венствами (62), можно вывести равенства (61, @, 5, 2). 
А Е... @), Мини... 6), . 60 
меж т... (6) 
ХА. 5 р, о. =... (63, 4} 
ХА. -- ри Нл, =0..... . (68,6) 
АА, ры, м =... о... (62,6) 


Равенсхва (61,4,5, с) (62, а, 6, с} могуть замфнить собою равенства 
(56, а, 8, с) (57, а, 8, е)}. 

Формулы, выведенныя въ этомъ параграфь, выводятся въ Аналитической 
Геометруи; онф приведены здфеь для того, чтобы напомнить о нихь и усло- 
виться относительно буквеннаго обозначеня входащихъ въ нихъ величинъ, 

Означимъ черезъ 7 величиву ражуса вектора, соединяющаго точку Ю 
съ какою либо точкою М, координаты которой по отношению къ не- 
подвижным осямъ суть 2, 9, 2, а относительныя координаты по отно- 
шению къ осямъ 2, Т, 2 суть & у, © ТАмъ же знакомъ 7 условимея 
обозначать и направлеше оть Ю къ М того же радуса вектора. Не 
трудно видфть, что (х— 2»), (У— 5»), (& —2ь)} суть проэкща ЮМ на 
неподвижныя оси координать и Ё, 1, © проэкци его на оси , Т, Д,а 
слдовательно: 


$ — 2, = 7 605 (г, Х) 
У — 4% = т 005 (, У) дни 0 
8 — № = 608 (7, 2) 
Е =1 608 (#, Я) 
1 603 (и, Г) ес 0 
Е = 60$ (, 7) 
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Прямая ЮМ и продолжене ея оть точки Ю въ сторону, неизобра- 
женную на черт. 38-мъ, предетавляеть собою линио пересфченя илоско- 
стей Х'ЮУ' и ЮГ. Косинусы угловъ, составляемыхь направленемту 
оть Ю къ М съ ослыи Х, У, Я, Т, имбють слфдуюцщця величины: 


— зи ж, 


603 (ЮМ, Х) = 605 (= _ ») 


608 (ЮМ, У) = зш (ЮМ, Х) =: вовж, .. “Ш 
508 (ЮМ, 5) = тэ, 
сз (ЮМ, У) = т (ЮУ, Е) = с0в. 


$ 27. Обозначения Пуассона; углы Эйлера. 

Пуассонъ въ Тгаив 4е шбсапюие (2-е издаше, 1833 года) во П-мъ 
томё на стр. 62-й обозначаеть координаты относительно иснеподвиж- 
ныхъ осей буквами х, у, 2 при началф координать въ точкф Ю, а 
координаты относительно осей, нейзмнно связанныхь съ тВломъ, зна- 
` ками 2, И,» 2,. 

Принявъ, что эти оси суть Юя, ЮТ, ЮР, ножно ванисать: Е =, 
Д=У,, &=2,. Косинусы угловъ между осями неподвижными и связан- 
ными съ тфломъ овъ обозначаеть буквами @, 0, с, а’, #', @, а", $", с", 
слБдовалельно, вышеприведенныя формулы (45) въ знакахь Пуассона ло- 
лучать такой видъ: 

=» +0, В, + ва, 
уу на +В +6, (и (50) 
= 2 + д, + бу, + 6. 


Углы, которыми опредёляется взаимное наклонеше осей, Пуассонъ 
обозначаеть буквами $, $, ф. ОнЪ имфють: слёдующи значеня: уголь 9 
весть уголь между осями 2’ и 7, уголь ф считается оть направлемя 
прямой ЮЛ! (представляющей отрицательное продолжене прамой ЮМ 
на чертежё 38-мъ) до положительной оси ОХ’, причемь уголь считается 
въ сторону вращеня слёва на право вокругь оси 07"; затфмъ- уголь ф 
считается также отъ ЮМ’, слёва на право вокругъ оси ЮР. ло напра- 
влешя положительной ЮЕ. Поэтому углы $, $, ф выравятся въ углах 
$. ж из такъ: 


5 \ т п 
$=9, == (5+ =) 5—3 =а+ь 
и обратно: т т 
ф= ж=ъ-ф 9=—5. 
Стало быть: 
эт же = с05 4, 608 2 == в ф, по = — 6059, 6089 = эт. 


Д. Бобылевь. в 
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Подставивь въ формулы (47)-—(55} вибсто ф букву № и вмфето ©в- 
нусовъ и косинусовъ угловь ж и э приведенныя сейчаеъ выраженя ихъ 
въ фи ф, получимь слдуюцщуя выражевзя косинусовъ а, $, с,...2’, на- 
ходяпИяся въ Тгайб 4е шбеашаие и у тЬхь авторовъ, которые прини- 
мають обозначея Пуассона: 


‚ = а = 6059 зп ф п -+ с08ф с0$ф 
в, = 6 == 6088 зтФ сов — созф тег с с с (М, 9) 
— за $ чи 


@' = 605} 608ф зиф — пу с05$ 


и = 6089 008$ с09ф + зтф вле |. - (ХУ,5 
у = миф 05$ 
, = а’ = — ча то - 
р. =" = — 50$ 00591... . . (КУ, 0 


у. "= 6059 


Углы 9, 4, ф обыкновенно называются Эйлеровыми углами, хотя 
у Эйлера, во П-мъ том книги Иигодиейо т алузм шйоНогаш, гд% 
призедены формулы преобразованя координать ХГУ, углы эти обозна- 
чены иначе. 

$ 28. Шоотупательное движене. Скорости и ускоревя точекъ тфла, 

Если твердое тВло находится въ движеши, то по крайней мёр одна 


изъ шести величивъ Л», У», 2», 0, ж, 3, которыми опредфялется ноло- 
жене тёла въ пространствф, измфняется съ течещемъ времени. 


Если твердое тфло совершаеть движен такого рода, что: 
2. = Е, (0, у. =, 0, 2% =, | 
. ф == постояня., ж = пост, 9 = поет. | 


... @ 


гд% Р, Е., Е. суть каыя нибудь функщи оть времени, то траэктои 
всЪХЪ точекъ тяа суть параллельныя кривыя лиши одинаковаго вид 
и разыфра съ траэкторею точки А). - 

Въ самомъ дЬлЬ, ничто не мышаеть навнь взать за оси 3, Г, 7 оси 
ЮХ, ЮХ' Ю2’, такь что углы $, ж и о будуть равны нулю, коси- 
нусы А. в, у. равны единиць, а остальные шесть косинусовь равны 
нулю. Тогда оси эти во все время движеня останутся параллельными 
себф, а такь какъ твердое тло сохраняеть неизмфнный видъ и не- 
изиънное расположене своихъ точекъ, то можно сказать, что оно остается 
при движения параляельнымь самому себф. Такое движене твердаго тфла 
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‚называется иосиупательнымь движенемь. Направлене Ю,, соеданяю- 
ее точку №, тла съ точкою Ю, остается параллельнымь самому себ 
при поступательномъ движени тла и остается неизмвинымь вслфдстве 
яеизифняемости тфла, поэтому КА,’ и 

Юй" равны и параллельны ЮЁ,, такъ 4. 

что, когда точка Ю описываеть тразк- 
торю ЮЮ’Ю", то точка й, опивы- Е 
ваеть параллельную ей и равную тра- 
экторю #Ё,%,", точка #, (черт. 39) въ 

то же время описываетъ равную и па- 
раллельную имъ траэкторно АК, ,". 

То же можно сказать и о вевхь лру- 
гихъ точкахь тфла. Означимь черезь & ® ей 
1, © относительныя координаты какой . 
либо точки  тёла и Черезъ т», у» 2, 
абсолютныя координаты, тогда, но формуламъ преобразованя координать: 


Черт. 89. 


3 и 5 У д +5 
ИЛИ 
д, = РО +ь и= Е, От = + 
это значить, что движене точки # то же самое, что и движеше точки 
и только разности между координатами обЪихъ точекъ остаются неизмён- 
ными и равными &, т, ©. Отсюда слёлуеть, что 
у 2 = би’, Ук 559», р = 2 


и И — и 


Фи’ = бы", Е ую", ВЫ" = до". 
Первыя равенства означають, что при поступательномъ движени тгвер- 
даго тфла одновременныя скорости вефхъ точекъ тБла равны и параллельны 
скорости точки Ю, & стало быть равны и параллельны между собою. 
Вторыя равенства выражають, что при поступательномъ движени 
твердаго тЁла одновременныя ускореня всёхъ точекъ твердаго тфля 
равны и параллельны ускорению точки Ю, а, слЪдовательно, равны и 
параллельны между собою. 


$ 29. Вращене тнердаго тёла вокругь неподвижной оси. Скорости 
точекъ тёла. Угловая скорость. Единица угловой скорости. Проэкнии вра- 
щательной скорости на ося координать, перлендикулярныя къ 008 вра- 
щеня. Ускорен!я точекъ тва. Угловое ускорене. Предетавлене угловой 
скорости я углового ускореня въ вид векторовъ.] 

Вращене твердаго тбла вокругъ неподвижной оси принадлежить къ 
числу простЪйлихь двяжев такого тфяа. Если взять за точку Ю одну 


изъ точекъ оси вращеня, за ось 7-овъ самую ось и совместить съ нею 
в 
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ось 7, то уголь ф будеть равень нулю и положеше плоскости. 21402. 
станеть неопредфленнымъ, во мы положимъ ее совпадающей съ плоскостью 
ЮХ, волфдетые чего уголь ж придется положить равнымъ нулю, 
а уголь э мы будемъ теперь отсчитывать отъ оси Х-овь слАва на право 


до оси Я. Такое вращене можно теперь выразить такъ: 
ть 0, №=0 %=0 | 
#$=0, ж=0, э=3( |” 
тдЪ $ (©) нёкоторая функщя оть времени &, 

Очевидно, что точки, находяпуяся на оси вращеня, остаютея непод- 
вижными, что всБ точки, находяшияся на всякой ирямой параллельной 
оеи, описывають круги, параллельные плоскости ХУ, что скорости этихъ 
точень параллельны и равны между собою и что равпы и параллельны 
между собою ускорев!я такихь точекъ. Поэтому достаточно раземотрыть 
только движеня, скорости и ускореня точекъ вращающагося твердаго 
т6ла, находящихся въ плоскости Я, У, вращающейся въ плоскости ХУ, 
Пусть &, | суть постоянныя относительныя координаты одной изъ такихъ 
точек, р-=УЙ -+ 1’ разстояше этой точки оть точки А) или начала 
координать, =— постоянный уголь, составляемый радусомъ векторомъ р 
съ осью Я, тангенсь этого угла = равенъ 9:2. Полярный координаты 
такой точки будуть ри (&-+а), если ОХ есть полярная оеь. Каждая 
такая точка описываеть окружность радуса р вокругь О, какъ вокругъ 
центра, а потому скорость направлена по касательной къ окружпости, 
и притомь по оси полярвыхь координать В, если уголь э возрастаеть, 
съ течешемь времени; или по направленю противоположному оси В, 
если уголь э убываеть съ течещемь времени. Слёдовательно, если озна- 
чимь скорость вращательнаго движен!я точки черезъ +, то проэвщя ея 
на продолжеше радруса будеть пуль, & проэкщя ея на оеь В будеть 
равна, по формуламъ $ 14-го главы Г 


..... 8) 


[Е] Е) 
=, если й> 60 
4 
й 

Производная отъ э ис # называется угловою скоростью. Утодъ будемъ, 
изифрять отвлеченнымъ числомт, а вменно отношещемъ дуги ку радусу, 
такъ что и @э будеть числомъ отвлеченнымъ, & @ имфеть изыёреше вре- 
мени; слёдовательно, угловая скорость имфоть измфрешя_ отвлеченнаго ‚ 


зисла, дфленнаго на время. Единица угловой скорости равна 


ее] 
= рщ, ви < 0. 


ый 
. г [1] означаеть величину едилицы времени. 
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Если угловая скорость постоянна, то вращеве равномфрно и тогда 
угловая скорость равна отнощеню угла въ 360°, то есть, 2т, ко времени 
полнаго оборота тфла вокругь оси. Единица угловой скорости есть угло- 
вая скорость такого равномфрязго вращеня, при которой въ единицу. 
времени тВло поворачивается на уголь равный единиць, то есть, на 
5714 4А",Т... (тогдв длина дуги равна длин радуса). Для примфра 
опредфлимъ величину угловой скорости земля, принимая за единицу 
времени секунду средняго времени [5]. Такихъ секуядъ въ звЪедныхь 
суткахь 86164,096, а 2п = 6,2831853. Раздфливъ послфдиее число на 
86164,096.[8], найдемъ, что угловая скорость вращешя земли равна: 


1 
0,0000729. |5 
Проэкции вращательной скорости + какой-либо точки на оби НиТ 
могуть быть найдены слфдующимъ образомъ. Вели > 0, то есть, ско- 


рость направлена по оси В, то 
и г #1= 
р.9' 035 + =) = 


—= — р. те == — 1.2, 


46 с0з (В, 2) =р.9' 008 (В, & 


4 с03 (В, 1") = р.3' 608 (В, Г) = р.3' 6082 =. я, 


потому что р 6052 =Е, рыпе = 1. 
Если < 0, то % надо т на вораеню противоролож- 
.. }э=- "5, и Е-ь 
ное оси В, а потому =" ‘а $ у 
т 
16 00 (В, Я) = вин ка .. = —1.9' 
в 
31-6» 
20 605 (В.Т) = р. сё = 8.5'.' 


Такимъ образомъ, во всякомъ случа 
8) = — 1.9’ . 
#9 с (9 8) 19... 
16 608 (в, ТГ) = Е. . 

Чтобы получить проэкщи скорости м на неподвижныя оси Х и У, 
надо принять во внимаше формулы преобразован я координат, которыя 
въ настоящем случа® (при \, = 0038, А, ==$12, и,= -— а, р, — 6083) 
получають такой видъ: 


2 = #0089 — 1 55, 


у = Ема э -+ 16089. 
Поэтому: 
10 с08 (ш, Х) = 4 608 (№, Я} 6059 — 10 60$ (4, Е) эта = 


— (1 5059 + Ё 512) э' = — и. 
ы 
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20 60$ (№, У) = и 006 (м, Е) па + № 603 (№, У) сова = 


= (— узо -н #008 29 #.5'. 
СлЪдовательно . 
16 с08 (м, Х) = — у о... У 

10 608 (и, У) = 2.9 


Ускореше какой-либо точки при вращении тбла“вокругь оси можно 
опредфлить по формуламь (ТХ) параграфа 23-го. Тань кекъ здфеь р 
инфеть величину постоянную, то изь формулъ (ТХ) ствдуеть: 


4 603 “, а) = — р. (3'* . У 


#0 203 (и, 8) = _ р.” 


тд 5", т. е. производная второго порядка оть а по #, называется 3240- 

выме ускорещемг, При переход оть формуль (ГХ) къ получевнымь сей- 

засъ имфлось въ виду, что 6==е--а и что е есть величина постоянивя. 
Изь формуль (ХУШ) видно, что ускоренше 12 состовть изь центро- 

‘стремительнаго, направленнаго къ центру О и равнаго р.(5')* и изь ка- 

сательнаго къ окружности, описываемой точкою. Посзфднее равно р.5" 

и направаено по оби В, вели 2">0и противоположно оси В, если 2"<0. 
Изь этого видно, что полное ускореше 1% имбеть величину 


= 
и что направлеше его составляеть съ ваправленемъ, илущимь оть точки 
Т№ла въ точкЪ О, уголь /, тангенсь котораго равенъ 
Е 
8/= оу 

Уголь 7 имфеть положительную или отрицательную величину въ ва- 
висимости отъ зизка углового ускореня 5”; вели 2” положительное, то 
направлен1е ускорешя м заключается внутри прямого угла между на- 
правлетемъ положительной оси В и отрацачельной оси а, всли же 2" 
отрицательное, то направлеяте + заключается внутря прямого угла между 
направлен!ями отрицательныхь осей В и 2, 

Все сказанное выше относительно зеличинъ и паправленй скоростей 
точекъ твердаго тёла, вращающегося вокругъ неподвижной оси, можеть 
быть выражено въ болфе простой форм, если условиться представлять 
угловую скорость и угловое ускорешю въ видф векторовъ слующимь 
обуазомъ: 

Представимь себЪ векторъ, такъ относящийся къ единидф дливы, какь 
угловая скорость а’ относится къ едивицф угловой скорости. Длину эту 
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отложимъ оть О по положительной оси 2-овЪ, если э' положительная, и по 
отрицательной оси 0-овъ, если 2’ отрицательная. Величину ин направлене 
этого вектора назовемь величиною в направленема 540808 скоросии. 

Точно также представим себЪ векторъ, такъ отноеяцйся къ единицы 
АЛИНЫ, КАкЪ р относится къ единицф углового ускореня: 


1 
ЕР 

Векторъ этоть представимъ себЪ отложеннымъ оть О по положитель- 
ной оси {-овъ, если э">0 и по отрицательной оси 7-овъ, если а"< 0. 
Величину и наиравлене этого вектора будемъ называть величиною и на- 
правленемз уъловою ускоренйя. 

Условившись въ этомъ, можемъ сказать слёдующее: 

Если стать новини в5 О, юловою по направлению узловой скорости, 
то скорости ветьта точекг твердо ттла будуть перпендикулярны кз ить 
хратчаиимг разстоящямь р отз оси вращеня, направлены ельва на- 
право в будутв равны произведенямь из» р м величину узловой скорости. 

Если стиить новми вв О, з0л0вою по направлено улловою ускоре- 
я, то успореня точекь твердо тьле, вращающенося вокруга нето- 
движной оси, будут направлены подь острыми узлами [5 -— И) из на- 
правлещямь перлендикулярнымь из р, слива направо, в величины (ую 
вые )ускорени равны 
и =ру) 9, 

| э" 
%) = 9’ 


причем: 


тдф 9” есть абсолютная величина углового ускореня, 

Если угловое ускореше равно нулю, то ускореня направлены къ О 
и раввы р.(3')'. 

$ 30. Движене твердаго т®ла паразлельно неподвижной плоекоетя. 
Скоровтн и ускорежя точекь тбиа при такомъ движени, Игновенный 
центрь скоростей. Центровды. Мтновенный центръ ускорен!й. 

Вращеше твердаго Твль вокругь неподвижной оси можеть быть отие- 
сено въ числу движенй такого тёла параллельно неподвижной плоскости. 
Движешя эти, если неподвижную плоскость принять за плоскость ХОУ, 
а точку Ю взять въ этой плоскости, могуть быть выражены такъ: 


ть =, , у = РИ, 25 =0] о ‚© 
ф=0, ж=0, э=з@, | 


тдВ Р, (0, Р,(®), $ (@® суть кащя нибудь функди оть #. 
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При этихъ движешяхь вс точки тфла, находяйцяся въ какой-либо 
моменть на одной прямой лини, перпендикулярной къ плоскости ХУ, 
всегда образують прямую перпендикулярную иъ той же плоскости в опи- 
сываютъ одинаковыя траэктори, параллелькыя этой плоскости, таБЪ 470 
одновременныя скорости и ускорейя вефхъ точекъ, находящихся на одной 
прямой параллельной оси Й-овъ, параллельны плоскости ХУ и равны 
между собою. 

Слдовательно, и при этихь движеняхь достаточно раземотрьть дви- 
женя точекъ твердаго тбла, находящихся въ плоскости &У. Если точки 
тЬла, заключаюлияся въ этой плоскости, образують какую нибудь плос- 
кую фигуру, то придется разематривать движен!е такой фигуры въ вхое- 
кости ХУ. 

Пусть ©, у суть отноейтельныя координаты какой-либо точки фигуры, 
2, у-_вбеолютныя ея координаты. Но формуламъ преобразовая коорди- 
натъ послфдя выразятся въ х,, у», Е, 1, э слфдующимъ образомъ: 

= + 60059 — 19а, , сх 
‚У ую + 819 + 11 6059. 
Взявъ производныя оть обфихь частей этихь уравненй по #, нолучимъ 
слёдуюцщия выражешя прозкцй скорости какой-либо точки фигуры на 
ненодвижныя оси ОХ. ОУ: 


47» . 

9 605 (©, Х) = сет ловя т, 
Чу» . 

9 с08 (©, У} = ме +: (& 088 — 1 81) т. 


Подставивъ сюда, выбсто находящихся въ скобхахь суммъ, равныя имъ 
величины изъ (ХХ), получимъ: 
, (и ‚ 
9 со (о, Ху т — (у 9%). . Хх) 
$ 605 (, У) = у» -- (#— 4.) 9”. | 


С» другой сторовы, помноживъ первое изъ иредыдущихь равенствъ 
на 08 (Х, Е) — 6059, второе—на сов (У, Ну=зшо и сложивъ, полунимъ 


% 60$ (9,5) 'ю 608 („, =) — 1.9; . . . (ХХЬа) 
а помноживъ цервов ва с05 (Х, Г) = — зто и второе — на с03 (У, У) = 6089 
и сложивъ, получимъ; 

# 60$ (&, Г) = 6, 608 (2, У) -- &.7. . . о. СХХЬВ 


Въ выражешяхь (ХХ[) величины (—1.3'} и (.5'} суть проэкщи на 
9си З и Т вращательной скорости # вояругь оси, проведенной черезъ 
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ось КР при угловой скорости 3’. Въ выражешяхь (ХХ) величины 
(— у—%) 7) и @— 2»). суть проэкщи той же вращательной ско- 
рости ® па оси Х и у. 

06% пары равенствъ (ХХ) и (ХХГ) выражають, что скорость каждой 
точки тБла есть геомстрическая сумма двухь скоростей: скорости равной 
и параллельной скорости точки Ю) и вращательной скорости + при вра- 
щени тьла вокругь оси ЮЕ съ угловою скоростью, равною э'. 

Самое движене твердаго тбла, выражаемое закономъ (С) измфиен]я 
Величинъь Хь, У», 2, ф, ж, э, можно разематриваль, какъ соединене по- 
ступательпаго двяженйя тверлаго тфла параллельно плоскости ХУ, общаго 
5ъ движешемъ точки 1, съ вращешемьъ тБла вокругь поступательно дви- 
жущейся оси ЮУ. 

Езковы бы ни были эти составляющия движеня, поступательное и 
вращательное, скорости всфхъ точекъ тВла суть шагонали параллелограм- 
мовъ, построенныхь на скорости поступательнаго и скорости вращатель- 
наго движен!й. 

Вторыя части равенствь (ХХГ), заключають каждея одну изъ двухъ 
координать 1). $ и вторыя части равенствь (ХХ) одну изъ координать 
у, 2; поэтому во нсяю моменть движешя можно найти такую точку пло- 
ск фигуры, скорость которой равна пулю. Такая точка называется 
меновенным: центром» скоростей. Относительныя координаты вя 1, 1, 
опредёлятся по формуламъ (ХХТ), еели въ нихЪ воложимь, что #, == 0, 
и выразятся такъ; 


Ф 605 (=, Г} т, ЕЕ -. СхЮ 


Абсолютвыя координаты 2, у, мгновеннаго центра опредфлятся изъ 
формулъь (ХХ), если въ нихъ положить 9, =0; он выразятся такъ: 


В бы’ у» 

° 2 |... 
; 1 [22 
ЕК 


Всф точки тфла, находящяся ва прамыхь, проходящихь черезъ мгно- 
венный центръ и параллельвыхь оси -овъ, также имфють скорости 
равныя нулю. 

Скорости всЪхъ точекь тфла имфють тавя величины и направления, 
какь будто бы тЬло вращалось еъ угловою скоростью 2’ вокругь оси, 
проходящей черезъь мгновенный центръ С и параллельной оси Я. 

Въ самомъ дфль, если изъ равенствъ 


® 608 (в, Х) = 2ь' — (У — 4) 7". 


$ 605 (9, У} = ую! -- (# — ь) 9' 
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вычесть равенства 
9 = 4." — (,— 4) 5", 
= у" + (2, — 2») 9, 
то получимъ: 


Ф с05 (©, Х) = — (у у.) 8, . хи) 


$ с05 (&,У) = (2—%)9, 


т. е. скорости всфхь точекъ суть вращательныя вокругъ сказанной оси. 

Положен!е мгновеннаго центра плоской фигуры можеть быть найдено 
какъ м%ето перес$ченя нерненхикуляровь, возстановленныхь изь точекъ 
фигуры перпендикулярно къ направлен!ямъ скоростей точекъ. Достаточно 
знать направлешя скоростей двухь точекъ, чтобы опредфлить положеше 
угновеннаго центра. 

Въ большинствв случаевь координаты г., у, &., 7, мгновениаго центра 
суть непрерывныя функши времени, то есть, мгпозенный центръ непре- 
рывно измёняеть свое положене, какъ на неподвижной плоскости ХУ, 
тавъ и на движущейся плоскости Я. 

Геометрическое уфсто положен игновеннаго дентра на неподвижной 
плоскости ХУ есть нфкоторая кривал лиш, называемая неподвижною 
щентрошоою. 

Геометрическое мфсто положен! мгповеннаго центра на подвижной 


плоскости Е1’ есть другая кривая ливя, называемая подвижною цен- 


троцдою. 
Уравнене неподвижной центроиды получится, если исключить # изъ 
уравнений: РЕ 
2, = В, — :(0, 
у. = Р, (0 + тр” 


Уравнеше подвижной пентроиды получится по исключещи времени 
изъ уравнений: № Хю+ Чы 
ЕР Е, 80 
“ О ' 
_ ЕР; (@) 05 ф (9+ ЕР, (@ вт 9 (0 
“о $ а) | 
Въ каждый моменть движешя подвижная центроида, неизифино свя- 
занная съ плоскостью 8Т и участвующая въ движеши ея, иметь общую 
съ неподвижною центроидою точку, служащую мгновеннымь, центромъ 
движешя въ этоть момелть; вслёдстые движешя подвижной пентроиды 
совпадене какой-либо точки (" подвижной пентроилы съ нЪкоторою точ- 
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кою (С, неподвижной центроиды существуеть только одно мгновене, за- 
мЪняясь немедленно сосфдними съ ними точками этихъ кривыхъ. 

Можно доказать, что движенще, совершаемое подвижною пентроидою, 
есть каташе ея безь скольжешя по центроид® неподвижной. 

Когда нфкоторая движущаяся кривая неизмфвяемаго вида катится 
ио кривой неподвижной безъ скольженя, то въ общей объимъ кривымъ 
точЕЗ онф прикасаются одна къ другой, то есть, иибють общую касатель- 
ную, и скорость точки, прикосновешя движущейся кривой равна нулю, 
велБдств!е чего точка прикосновеня перемфщается на равныя длины дугъ 
по обфимъ кривымъ. 

Если координаты мгновеннаго центра въ моменть # суть &, 1, 2» У, 
то координаты мгновеннаго центра въ моменть #-+ 4 будуть &,-5 42, 
1. @., #.-+ ах. у, + Чу, а длины дугъ, из которыя перемфщается 
мгновенный центръ въ течения времени # по подвижной центроидё и по 
неподвижной центроидЪ, равны 49 и 4, гдё 


- 3 = УЕ + @ъу, 48 = Уз. + (Чу, 
йт, — бт, - 48, @у, = ду» + па, 
48, = да зто — 98 с05 2 + а 6059. 49 + Выше. 49, 


91, = 4а с0зэ + 48 зпэ — язпэ. 49 + 80052. 99, 


причемъ: 
— 45’ — Ч = 4% 
аи РЯ › 
такъ это _ 
х.@ = ах»; В. 49 = Чу». 
Поэтому 
ЧЕ. = Чу. тэ + 4, с08э — фу» 1 — @%, ©0589 -+- 
-+- 47» 6089 + ду» 91 а, 
4, = @у, 0 э — 42, тэ — Чу» 059 + Ч» зша — 
— Чт» зи э + Чу» 6089, 
то есть, . 
) 4. = 42.6059 + Чу, та, 
97, = — ах, зто + 9у, с03э. 


По возвышеши послёднихь двухъ равенствъ въ квадрать и по извлечени 
затбмь корня изъ обфихъ частей, получимъ: 


4 = @8; 


это выражаеть, что длины дугъ, на которыя общая точка двухъ ивитроидь 
перемфщается по нимъ, равны между собою. 
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Раздфливь первыя части двухъ предпослёднихь равенствь на 4, 
вторыя—на 43, получим: 


4, ах, 49. : 
& = ав 208 № в 5Ш а 
4, Я, . ау. _ 
да = — 48 МВ + ‘д 6052 


но лвыя части этого равенства суть косинусы угловъ, составляемыхъ ка- 
сательною # къ центроидф подвижной (въ общей точек обфихь кривыхь) 
съ осями Я и Т, а отношешя 


4. 4. 
48’ 98 
равны: первое с0з (К, Х), второе с08 (А, У), гдф К’ означаеть напра- 
влен!е касательлой къ неподвижной центроидь, затфмъ 6059 = 603 (Х, Н), 
Э1э = 0$ (У,Е), — п = 605 (Х,Х), 6053 == с03 (У, У), поэтому: 
603 (Ё, 5) = 008 (К, Х) 08 (Х, Я) -+ с0з (К, У) с05 (У, 5), 
60$ (Ё, Г} = с08(К, Х) сов (Х. Г) - с08 (Е, У} в03 (УТ), 
60$ (Ё, 8) = 605 (ЕН), 
05 (Ё, Г) = со (Е ,Т); 


или 


значить направлене # совпадаеть съ нанравлешемь А, т. е., об цен- 
троиды прикасаются въ общей точЕф. 


Взявъ производныя по & оть обфихь частей уравнений: 
=»! — (у— 4») 7. 


У у + @— =.) *,, 
получимь: 


Жи," — (У — у) 9 — (у — у) 3", 
У Е ую" + (2 — 5!) "+ ($ — 2} 9". 


Замфнивъ здфсь (у’— у„'} равнымъ этой разности произведенемъ 
(2—1) э' и (“'— т»), равнымъ этой разности выражещемь — (у—- у») э', 
полузимъ сл®дуюция выражевя проэкщй ускоревя какой-либо точки 
тёла на неполвижныя оси Х и У: 


| рез, Х) = аь" — (и а) 0 @-)-, ху 


© 608 (5, У) = у" — (у 9) (И + ш—,) "| 
Первые члены вторыхь частей этихъ выражен суть проэкщи ускореня 
точки Ю, третьи члены аналогичны проэкщамъ вращательной скорости 


вокругь ЮХ, отличаясь тёмъ, что выфето угловой скорости стоить въ пихъ 
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. угловое ускорене 3", поэтому ихъ можно назвать проэкщями враииипель- 
наго ускоренйя 4. равнаго у", гдф х есть рамусь векторь оть Ю до 
разсматриваемой точки плоской фигуры. Если угловое ускорене отложено 
вЪ видф вектора оть точки Ю вверхъ по положительной оси 7, когда э" 
положительное, и внизъ, по отрицательной оси 2, когда э" отрицатель- 
ное, то вращательное ускорете будегъ направлено перпендикулярно къ ^ 
и притомъ слфва направо, если стать иогами въ Ю и головою по на- 
правлению вектора, изображающаго угловое ускорене и смотрфть на точку 
фигуры. Вторые члены суть проэкши ускореня я равнаго 7 (5 и на- 
правленнаго оть точки фигуры къ точкф 1). Это ускореше с можно на- 
звать центростремительныме. Формулы (ХХУ) выражають, что ускоре- 
зе какой-либо зпочки плоской физуры есть зеометрическая сумма уско- 
рений: 2» точки Ю, 2 — оращиипельнаю ускореня вокру точки Ю 
ра $ — центростремительнияо *г точь Ю. . 

Въ плоскости фигуры всегда можно найти такую точку. (|, ускореше 
которой равно нулю. Координаты 2, и у» такой точки должны удовле- 
творять слфдующимь двумъ уравненямъ: 


= 2" — (1, — 2) (9 — (%— 9%) -9", 


.. (ХИ 
О ую" — («+ — 9») (97) (4, — 2») .9". 
Изь этихь уравнен!й найдемъ слфдующя координаты точки Д: 
В п (91) — уьта" 
: те И +1 
“о УЖО 4... О 


тЫ 
би + 


Вычитая изъ равенствь (ХХУ) соотьбтственныя равенства ХХУТ, по- 
лучимъ: . . 
$08 (2, Х) = — (@— 24) (9 — (у 5", 


9608 (5, У) = — (у — 4) 9 + #4.) =". 


Изъ этихь равенствъ видно, что полное ускорене © какойлибо точки 
есть магональ прямоугольника, построеннаго на вражательномь ускере- 
ви 7, э” вокругь точки Д (тдф г, есть ращусъ векторъ, проведенный 


тельномь ускорени 7, (2/)*, проведенномь изь этой точки къ Д. Анало- 
гично ускоренно при вращательномь движени тёла вокругь постоянной 
оси, вс точки плоской фигуры имфють ускорен{я, пропорщональныя раз- 
стояшямь 7, отъ Ц и равныя г, ИЭН (5') и составляють съ напра- 
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влешями оть точекь къ центру Д одинаковые углы, тангенсы которыхъ 


равны э" . 


(91 
Поэтому точка Д называется меновеннымь центром ускоренй. 


$ 31. Пркифры движеня твердаго тёла параллельно неподвижеой 
плоскости. 

1) Линейка эллизтическаго циркуля. 

Линейка эллиптичеекаго циркуля (черт. 40) 3.5 имфетъ двф точки В 
и А, первая изъ которыхъ остается на оси У.ОУ, вторая—-на оси Х,ОХ. 
Карандащь А, прикрёпленный въ ка- 
кой-либо точ линейки, при движеши 
линейки вычерчиваеть эллипсъ, центръ 
котораго есть точка О, а главныя оси 
суть Х,ОХ и У,ОУ. Въ самомъ дЬлЬ, 
возьмемь середину длины ВА за точ- 
ку Ю, прямую ЮЯ за положительную 
ось &, перпендикулярную къ ней изъ 
точки Ю, прямую 4ЮТ за положитель- 
ную ось У. 

Принавъ во внимаше, что Ю есть 
середина длины ВА и что ВОЛ ость прямой угояъ, стало быть точки 
ОВА находятся на полукруг, имфющемь центромъ точку & и дламет- 
ромь ВА, заключимь, что ОЮ= ВЮ -= ЮА, а, слЬховательно, оба тре- 
угольника ОЮЛ м ВЮО равнобедренные, такъ что уголь ЮАО, рав- 
ный углу э, равенъ также и углу ЮОАД. Слфдовательно, если назовемъ 
длины ВЮ и ЮЛ черезь В, то и ОЮ =, а потому 


Черт. 40. 


4 == В 6085, у, = — Во. 


Положамьъ теперь, что 2 = «ф, гдВ ® есть постоянная угловая скорость, 
и означимъ равстояе ЮЖ черезь Е. 


Тогда абсолютных координаты точки Ж выразятся такъ: 
&— В 005 ®ё + 005% у= — Аято & яп в. 


Отсюда слфдуеть, что траэкторя` точки К имфеть уравнешемъ: 


т 2 


: у 
Л Е: И 
(В (1—8) 
& эт0—эллипсъ, большая полуось котораго ва оси Х-овъ равна В-+-—ВК, 
малая—по оси У-овъ равна =— Я-= АХ, 

Опредфлимь, какова тразктория какой-либо точки, неизыфнно связан- 


1 


> 


— 9% — 


ной съ линейкою и пифющей относительныя координаты ЕЁ ит какой бы 
то ни было величины, 

По формуламъ преобразованя коордивать, абсолютныя координаты 
диу э10й точки выразятся такъ: 


х = (В-- 9 05% — у зов 
у = (— В+ 8 яп о! + 1 <08 9ё. 
Чтобы исключить отсюда ®ё, рышимъ эти уравнен:я относительно 
<05 %ё и т 0, найдемъ: 


По возвышенши въ квадрать и пе сложени получимь слфдующее уравнеше: 
2? ((=— В+) —ЗВру-у (Е Вр Р--туф в. . (ХХУШ) 
При постоянныхь & и 1 и переомфиныхь # и у эта кривая, описываехая 
на плоскости ХУ точкою (5, 1), есть кривая второго порядка, имфющая 
дентръ въ началф координатъ, а такъ какъ . 
16 87 —4 (Е — ВР чт) (+ += 
= < +т-— В) 
есть величина отрицательная, то кривая эта эллипсъ. 


По извфетному правилу нахождешя полуосей эллипса окажется, что, 
если взять уголь а такой, чтобы тангенсь удвоеннаго угла быль ра- 
венъ 1): Е, Т. 6.; р 
8 24 ==. 

ы Е 

то большая полуось эллинса будеть составлять уголь я съ положитель- 
г 

ною осью Х-овъ и уголь ( — а) еъ положительною осью У-овъ и бу- 

деть равна = 

учи В, 


3 малая полуось будеть равна 


УГЕИ-в 
Точки плоскости НТ, отстоянця оть Ю въ разстояви равпомь В, 
будуть описывать эллипсы съ полуосями 28 и 0, т.е. пряция линш. 
с 


Притомъ, если 2а есть уголь, составляемый радусомтаной "Точки, про- 
веденнымь изъ Ю, съ осью 5, то уголъ, составляемый прямою лищею, 
®ю описываемою, съ осью Х-овъ, будеть а. Слёдовательно, всф тозки 
круга радусь В, имфющаго центръ въ точеВ А), будуть двигаться каж- 
дая по своей прямой лини, проходящей черезъ точку О. 
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Прв постоянныхь # и у и перемфиныхь Е и у 10 же самое уравне- 
не (ХХУШ) опредёляеть траэктою на плоскости 5 точки плоскости 
ХУ, имфющей координаты 2, у. Кривых эти четвертаго порядка. Можно 
показать, какой видь имфють эти тразктори. 

Изъ уравнешя (ХХУШ), во первыхъ, видно, что точка 0, координаты 
которой суть #=0, 0, описываеть круг: 2 + 7’ = В* на плос- 
кости ЕТ, тоть самый, точки котораго описывають ва плоскости ХУ 
прямыя, проходящёя черезъ точку О. 

Во вторыхь, траэкторя какой либо точки, находящейсл на оси Х-овъ 
и имъющей координаты 5%, и 0, получится, если въ уравнеши (ХХУШ) 
подставить эти координаты. Нолучитея уравнеше: 


Евреев. 


Возьмемъ за новое лачало коордипать &, у точку 4, имбющую отно- 
сительныя координаты ЕЁ = В, у==0, а направлешя осей 5 и Г оета- 
вимъ тв же. Такъ какъ координаты точки А суть = И, ц==0, 10 ко- 
ординаты Ё, у какой нибудь точки К плоскости Г въ новыхь коорди- 
натахь Ё, \, выразятся такъ 


&=Еч+Ь, ЧЕТ. 
Предыдущее уравнене получить тогда такой видъ: 
2, В 1") == а +В) 


или 
2 (в 1) = (6 + 1.2) 46 В (ви + те) + 4? 


Пусть ф, есть уголь, составляемый радусомъь векторомь АК == р, 
точки К’ съ осью АЯ, (черт. 41), такъ что &, ==р, 608ф,. Предыдущее 
уравнене можно переписать такъ: 


2 дир" == ри" 4Вр,? 603, др? В* 05°; 
по сокращени на р,*, получимъ 
в ю ^_х '’ . 
кофе 2Воу . ЯЮ 
Ясли 2, величина положительная и при- 
^ . томъ ббльшая 28, то изъ уравнешя (ХХХ) 


слдуеть, что 
Черт. 41. 
орт. 41 2 = р, -2В 6051, 
или 
р, =, —28 6054. 


Кривая линёя, выражземая этимъ уравнещемъ, изображенная на чер- 
тежь 42-мъ и обозначенная на немъ цифрами 1,1,1,1, принадзежить къ 


— 97 — 


чиелу улитокъ Наскаля. Если, равяо 2В, то получается другая улитка, 
обозначенная на томъ же чертеж цифрами 2,2. Она имфоть точку воз- 
врата и называется кардюидою. Если 2, меньше 2В,` то получается 
улитка съ нетлею, обозначенная на чертежф цифрами 3,3,3,3, 

Нетрудно по формуламь предыдущаго параграфа получить уравненя 
обфихъ центроидь линейки эллиптическаго ниркуля. Но можно опредф- 
лить видъ этихъ кривых на основан!и слбдующихь простыхъ геометри- 
ческихь соображенй. 

При всякомь положеши линейки, напримфръ, при томъ, которое изо- 
бражено на прилагаемомь чертежё 48-мъ, скорость точки А направлена 
по оси Х-овъ, а скорость точки В направлена по оси У-овъ, поэтому 
игновенный центръ СО’ линейки находится на пересфчеи перпендикуля- 


Черт, 48. 


ровъ, возстаноаяенныхь изъ 4 и В кь осям Хиу. Такь какъ АОВС 
есть прямоугольникь, то двЁ Магонали его равны между собою и пере- 
сЪкаются въ ихъ среданахъ, слфдовательно, ОС ==2Е и С = В. Отсюда 
видно, что неподвижная центроида есть кругь рашуса 28, центръ ко- 
тораго въ началв координать О, а подвиживя центроида есть кругъ 
радуса В, имбюний центромь точку К) и даметронъ—диину АВ. 

2. Два иоханизма изъ числа киноматическихь четыресто- 
ронниковъ, . 

Большая часть машинъ и механизмовь состоить изъ сочлененныхь 
твердыхь тёль, имфющихь движешя поступательныя, вращательныя во- 
вругь неподвижныхь осей и движешя параллельно неподвижной плос- 
кости, Нерфдко въ составъ механизма входять такъ называемые кинемз- 
тическю четыресторонники, состоящие изъ четырехъ, связанныхь попарно 
шарнирами, стержней, остающихся въ одной плоскости. Одинъ изъ этихь 
стержней ОО,, называемый основащемь четыресторонника, неподвиженъ, 
два друйе ОА и 0,4, (черт. 44) могуть вращаться вокругь осей, па- 
раялельныхь между собою и проходящихь черезь О и О,, перпендику- 

Д. Бобыыевь, т 
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лярпыхь къ плоскости ОАА,О,; эти стержни 0,4, и 0-1 пазовемъ кри- 
вошинамя, по нфмецки: Ки®{. Четвертый стержень АА,, связанный съ 
кривошипами чарвирами И и 4,, представляет собою тфл0, двяжущееся 
вь плоскости 400,4, при вращеши кривошиповъ, Эта часть называется 
по ифмецки Корре, но мы условимся давать ему назваюе: мотыль. 

Изъ числа такихъ четыресторонииковъ мы обратимъ внима! па два, 
въ которыхь кривошины ОА и 0,А, имыоть равныя длины и длина 
мотыля равна длинЪ основашя. Въ 
обоихъ четыресторонникахъ возможно 
такое движеше, при которомъ оба 
кривошина остаются параллельными 
между собою, вращаясь вокругь сво- 
иУЪ 06ей, а мотыль остается веегда 
параллельным основан ю; но в03- 
можно еще и другое движене, которое мы здфеь раземотримь, 

Въ первомъ изъ такихь четыресторонниковь длины В =ОА=0,4, 
пусть будуть больше ОО,, равнаго АА,. Одно изъ возможныхь положен, 
при которомь АА, не параллельно ОО,, изображено на чертежь 45-иъ. 
Не разсматривая вида кривыхъ, описываемыхъ точками, неизмЁнно связан- 
лыми съ мотылемь АА,, опредёлимъ видъ и положене обфихъ цонтроидъ. 
Скорость точки А кривошина ОА 
перпендикулярна къ 0.4, а скорость 
точки 4; кривошипа 0,4, перпен- 
дикулярна къ 0,.4., поэтому С’ есть 
мгновенный центрь мотыля въ раз- 
сматриваемомъ положени. Два тре- 
угольника 000, я А, СА равны ме- 
жду собою. У нихъ равны стороны 
ОО, и А, А и углы ОСО, и А,СА 
и сейчаеъ можно показать, что рав- 
ны и углы при О, и при А, Въ са- 
момъ дл, если повернуть ломанпую 
лин 4,40 на 180? вокругь ОА, 
то точка А придеть въ А’ и четы- 
реугольникь 04’, О, будеть парал- 
лолограммъ, стало быть уголь 4,4'0, равный А, АО, равенъ углу 4, 0,0. 
Всяьдетые - равенства вышесказапныхь треугольниковь, (00, =ОА и 
00 = СА.. 

Такъ какъ ОС = 4,С, в 4,0 + С0, == В, то ОС + 00, =. В. С- 
довательно, мгновенный центр С’находится на кривов литйи, сумма 
разстоян точекъ которой оть О и 0, равна В. Это- эллипеь, имфю- 


Черг. 45. 


Черт. 45. 
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щИ точки О и 0, фовусами и длину В—болышою осью. Таковъ видъ 
центроиды неподвижной $4.. 

На плоскости ЗУ, ноизмфнно связанной съ мотылемъ, центроида иметь 
тавжо видъ эллииса, съ большою осью равшою Й, фокусами котораго 
служать точки ЧА и А, потому что ОД ОД, = В. Эта центроила 
изображена па чертежб 45-мъ и обозначена буквами аа,. При вращения 
вривошиповъ центроида аа, катится по центроид$ 06, безъ скольжевя. 

Продетавимь теперь четыресторояникъ, въ которомъ ОД = 0, А, =^, 
гдЪ 7 меньше 00, = АЛ,. На чертежф 46-мъ представлено одно изъ 
положений, при которомь А.А; не параллельна ОО,. Четыресторонникъ 
будеть тогда имфть фигуру антипараллелограмма, какъ и въ предыду- 
щемъ случаф, такъ что АЛ будеть равна 
Ч, 00=ЬА,. Тажь какъ точка Аи Л, 
должны онисывать окружности, то мгновеп- 
ный центрь должень быть на перосфчени 
нродолженныхь радусовь ОЛ и 0,4, въ 
точкВ С. Велфдетые равенства длинъ АР 
и О.Р и угловь при 4 и О, оба треуголь- 
ника АСР и 0,0Ь, имъюще общую сто- 
рону ЛС, равиы между собою, слЪдователь- 
но, Од = 00,,. 

Ракъ какъ СО — С0, = ОА =х, то не- 
подвижная центроида будеть гиперболою, 
фокусы которой суть точки О и 0, а хЬйствительпая ось равна х, 

Такъ какь ОА, —СА = О, А, =, то движущаяся центроида будеть 
такая же гипербола, фокусы которой суть А и 4,, а дёйствительная 
ось равна #. 

ОбЪ гинерболы начерчены на чертежф 46-мъ, причемъ вторая нахо- 
дится въ положени, соотвфтетвующемь положению четыресторонника. * 

$ 32. Винтовое равном®рное движене твердаго тфла вдоль ностоян- 
ной неподвижной оби. 

Пусть равномфрное врашене твердаго тбла съ положительною угло- 
вою скоростью « вокругъ оси 2-овъ сопровождается равиомфрнымъ по- 
ступатольнымь движещемъ параллельно этой оси со скоростью а. Такое 
движете выражается слёдующимъ образомъ: 


Черт. 46. 


Я» == 0, 9» =0, м=% 

ф=0, ж=0, з= и 

тд 2* А 
° т 


< — время полнаго оборота тфла вокругь оси. 
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Безъ дальньйшихь объяснен!й очевидно, что каждая точка твердаго 
тБла будеть равномфрно описывать винтовую зиню львою вина, если 
диз ноложительныя, или яравазо винта, если а и в отрицательныя. 

Зысота А называется зиом5 винта; это есть высота подъема вин- 
товой лини при полномъ оборот тЁла вокругъ оси. 'Граэкторги вефхь 
точекъ твердаго твла имъють одинаковый винтовой шагъ. 

Здфсь подчеркнуты наименованя лБваго и праваго вията. Вели ра- 
длусъ векторъь точки вращается слфва направо для наблюдателя, стоя- 
шаго вдоль оси въ направлеши угловой скорости, и притомъ поступа- 
тельное движен!е совершается по направлено угловой скорости, то точка 
зычерчиваеть лвовинтовую линию; 10 ТАакИМЪ ВИНТОВЫМЪ ЛИНЯМЪ д- 
даются нар%зки только въ исключительныхь случаяхъ, когда въ этомъ 
является настоятельная необходимость. Если поступательное движеше 
совершается противоположно направленю линейно представленной угло- 
вой скорости, то точка вычерчиваеть правовивтовую кривую, по которой 
парфзываются винты въ большей части случаевъ, 

Полныя скорости точекь при винтовомь движеши направлены по кз- 
сательнымъ КЪ винтовымъ траэкторямъ соотвфтственныхь точекь. Ско- 
рость точки, отстоящей оть оси винта на разстоянши р, равна геометри- 
ческой суммф изь вращательной скороети рэ’и скорости поступательнаго 
двяженя а, такь что величина полной скорости равна у 


т 

2 Иж + № 

т 
и тантенсъ углаз, составляемяго направлещемъ скорости съ ллоекостью, 
порпендикулярною къ винтовой оси, равенъ: 

р. 

ВЕ =} 
уголь же, воставляемый съ осью или съ соотвфеетвенною производящею ци- 
линдра, равенъ [С — в). 

` 
$ 33. Движене твердаго тёла, образуемов изъ соединешя движеня - 


параллельнаго плоскости съ поступательныиъ движенемъ перпендику- 
яярнымъ къ этой плоокоети, 


Такое движеше можно выразить слфдующими формулами: 
ть = Р,(Ю, 9» = Р,(), а» = Е, (8, 


. 
#=0, ж = 0, э =+(0) ® 


Въ $ 30-мь было показано, что въ движеши, выражаеномъ форму- 
лами: 2, = И, (1), у = Р, (8, ф=0, же = 0, э==9(0, скорости то- 
чекъ тфла суть вращалельныя скорости № вокруг оси, проведенной 
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черезъь мгновенный центръ, такъ что 


Ра х — (и— у 
60$ (№, Х) (у— у.) 2 ху) 
#0 008 (ш, У) = (#—12)9, 
и притомъ 0 с08 (№, 2) = 0. ы 


Теперь къ этимъ скоростямт присоединяется еще скорость постула- 
тельнаго движеня, равная ` 


поэтому проэкщи полной скорости ? какой либо точка выразятся те- 
нерь так: 


© с08,(%, Х) == — (уу) = — У — 4) 5 
$ 608 (2, У) = (2—9 + (а, 
% с08 (9, 2) = 2’. 


{См. формулы (ХХГу’) и (ХХ) $ 30). 

Скорости эти имфють таыя величины и направленя, какъ будто бы 
тёло совершало въ разсматриваемый моменть винтовое движене вокругь 
винтовой или центрельной оси, проведенной черезъ игновенный цевтръ © 
параллельно оси 2-овъ. 

Угловая скорость равна 5’, скорость по оси винта равна 2„',’ поэтому; 
если бы эти велачины были постоянны, то время полнаго оборота было бы 


2к , от. 29 
эг И длина шага винта равиалась бы Вю = 9 5: 


То же самое движене (0} можно разсматривать, какъ соединеше по- 
ступзтельнаго движеня твердаго тБла, выражаемаго формулами: 


2. = Р,, 9» = Р,(, в = Рый 


одновременно съ вращательнымъ, выражаемымъ формулами: 


$=0 ж=0, 2=54(- 


Равенства: 
4 со (и Х) = 2»! — (у—%)9' 
# — ” й С 
. 9 ооо (0 У) = + @— 4) . (ХХХ) 
42 _ Ще 
де = % 608 (©, #} = 2» 


выражають, что скорость у всякой точки твердо тльла есть зеоме- 
трическая сумма изь скорости пвступательнаею движенщя (ривной в 


— ®- 


параллельной скорости точки Ю)) и изз скорости в врощательнаю 
движенля вокриь оси 2-08% съ узловою скоростью э'. 

То же самое выражають слфдующия формулы, изъ которыхь первыя 
двф представляють повторен!е формулъ (ХХГ а, 5) параграфа 30-го: 


Ф 605 (®, Е) == 0» 608 {Ф», 5) — 19, 
4 0$ (2, №) = 9, 60$ (9, Г) + 9, (%ХХО 
$ с08 ($, 2) = %» 60$ (1, 2.). 

$ 34. Вращеше твердаго тёла вокругъ веподвяжной точки. Проэкщи 

скоростей точекъ тфаа на сви координат, неязиЪино-озязанныя съ тБломъ. 

Пусть точка Ю неподвижна, а изифняются съ течешемь времени углы 

$. ж, э, или Эйлеровы углы 8, {, ф (см. $ 27). Движеше твла выра- 
жается формулами: 

Фо == 0, 9» = 0, 2 = 0, | 


, Е) 
#$=%(@, жен. э=е®| м 


или, такъ какъ (см. $ 27) уголь { есть также и Эйлеровъ уголь #, 
а ж и э выражаются въ Эйлеровыхь углахь фи ф такимъ образом: 
т 

5’ 


то движеше твердаго тЪла можно выразить формулами: 


ж=т-ф = 


2» = 0, 9" = 0, 2» = 0 


. т т 
=) =, #0, з=о+ь0, 


гдф 9, Ф $, каыя нибудь функши времени &. 

Такое движене твердаго тёла называется вращешемь воругх непод- 
виженой точки. 

Положивъ въ уравнещяхь (45) $ 26 ч„, у», 2» равными вулю и 
взявъ производныя оть обфихъ. частей этихъ уравнешйй по &, получимъ: 


4: 4, Ч. 4. 

И ТЖ, 

4 _ 4), в, 4 ` 
са | 
4 4, Ч, рб, 


Ея +. “,. 
А В ыы" 
Относительныя координаты Е, т, С точекъ твердаго тфла остаются 
постоянными. 
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Означимъ черезь ® скорость точки тфла, иифющей абсолютных коор- 
динаты 2, у, г. Производныя оть 2, у, 2 по $, которыя для краткости усло- 
вихся обозначать черезъ 2’. У, 2’, суть проэьщи скорости 2 на непод- 
вижныя оси.Х, У, Й; производныя оть А, м, у» я, и А Ир 9. 
по # условимея обозначать так: А) и; мы, №, в, У, А Ши 1. 

Помноживъ составленныя выше равенства на ),, ^, х, и сложивъ, 
получим: 

10 608 (№, 5) = а — 71 - 9% 
потому что у 

#/\,  УХ, + 2%, = 
= 608 (ю, Х) с0з (5, Х)-ни с08 (ю, Уусоз (Е, У) с0з (ж, 7) с03 (Я, 2), 
а это разно проэкши 2 на ось Я; при этомъ величины а, г, 9 обозна- 
чають слфдуюцщия суммы: 
а = Ади + АА АА, 
а а мы, ро т 69 


= + М АМ, 


Взявъ производную по # оть обфихъ чаетей равенства (56, @) 6 26, 
найдемъ, что сумма а равна нулю, а взявъ производную по & оть обфихъ 
частей равенства (57, ©), найдемъ, что 


Арх Аа, АЛ, 5 Аи Аи + Ацы ==0, 
р. У р. | р | > 


слфдовательно, на основания второго изъ равенствъ (64), окажется: 


А: в А +, 
Если умножимь раненства (63) на р,, р, р, И сложимъ, а затмъ 
умножимъ ихъ на У, \, >. и сложимъ, то подобнымъ же образомъ по- 
лучимъ еще два изъ сльдующихь трехъ равенствъ: 
46 с08 (1, &) = 96 — #1, 
10 608 (шв, К) = с. 65] 
| #0 сов (№, 2) = ру — 95. 


потому что сов (и, в) = а, - и, «а, 
№ 608 (ш, Г) = р, + Ур, + 2, (66) 
#0 603 (№, 2) = 2%, + У, + 2, 

& суммы 


— р 
В = раму" 5 рр + рр, 
И Ну, м 


в 
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равны пулю, что окажется, если взять производныя но & обфихъ частей 
равенствъ (56, 5), (56, с) параграфа 26-го. 
Величина р означаеть сумму: 
= др эму + в, 
а, если взять произвводныя по # оть обфихъ частей равенствъ (57, @ 
р’ . 
(57, 6), то окажется, что 
= УИ Аи А, 
рр + кро. 


Прежде разсмотрья выраженй (65) для проэкщй скоростей точекъ 


тЬла на оси координать Я, должяо опредфлить зизченя величинъ р, 4, /. 


$ 85. Мгновенная угловая скорость твердаго тфла, вращающегося 
вокругь неподеняной точки. Проэкщи ея на оси координатъ, неизифнно 
евязанныя съ твердымь тЪломъ, 


Три величины р, 4, ’ выражены двоякинъ образомъ: 
РЕ за + ву + Ув, |" 
ЧА, + №, + А, ие (67) 
Е рА-ньА, нь А № 


р-р и — р, | 
= мА А ФУ о о (68) 

о Аи — мы М. | 
Такъ какъ всф девять косинусовь выражаются въ синусахъ и кося- 
нусахь угловъ $, ж, э, то производныя ихъ по # будуть заключать 
первыя степени производныхь отъ этихъ угловъ по ь а стало быть и 
р, а,” будуть выражаться линейнымь образомъ въ этихъ производныхъ. 

. . . 

Непосредственное составлеше тавкихъ выражен! для р, 4, * было бы 


довольно длинно, поэтому слфдуеть идти другимъ путемъ для избфжая 
длинныхь вычислений. ` 


Мы составимъ выражен я производныхь Оть косинусовъь въ зависи- 


мости оть р, 9,7, и уже изъ этих выражен найдемъ формулы для 
послфднихъ въ зависимости оть \, би ф. 


Изъ трехъ равенствъ: 
ААА, + АМ =0 
ВАМ, + р = т 
АИ ++ У, мА, =24, 
на основаши формулъ (61), (62, 4), (62, е) $ фто, мы найдемъ слфдую- _ 
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пая выраженя: 
№ =, — 9, 
м = т — ©, 
М =т.— т, 


. (69, а) 


Въ саномь дЪлф, первое изъ нихъ получимъ, умноживъ первое изъ пре- 
дыдущихь трехъ равенствъ на »,„, второе — на и„, третье — на у, и ело- 
живъ; тогда, на осповаяи перваго изъ равенствь (61), множитель у А/ 
будеть единица, & множители ул, и ^,,, на основаши равенствъ (62, 4) 
в (62, е), равны нулю. Легко видфть, что нодобнымъ же образомъ полу- 


чатея и двф друйя формулы (69, а). 
Изь равенствь 
. Ади Ки, А = — Г 


рери” - руру" > ры, == 0 
Ув + уру + у/ =. 


подобнымь же нутемъ получимъ три выражевя: 


ри = ру, — А, 
Шу =, — М, 
ру = м, — ,. } 


Изь равенствъ: 


подобпымъ же образомъ получимъ еще три: ° 
У =, — Ри | 
у =; — 2, 
и — 9А, — Вы, } 


. (69,5) 


. (69, 6) 


Изъ этихъ девяти выраженй здесь потребуется только пять, а именио 


всБ три (69, с), третье изъ (69, а) и третье изъ (69, 5). 


Тавъ какь по формуламъ (47)—(55) $ 26-го; 


У, = 608, ^, =— 81$ 6089, р, = и б зщ», 


то послзднее изъ трехъ равеяствъ (69,е) будеть: 


ух 4 51 0089 — рат фто, 


откуда, по сокращений на э 9: 


4$ 


ЗИ 8 6089 =-—.. 
рзШэ + 9005 % 


(70) 
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По формуламъ (53) и (54) $ 26-го отяошене *,:э, разно: 


У 
5 == 9%. 


Составимъ производную по # оть обфихъ частей этого равенства, получимъ: 


му — У 1 @ж 


У, > ож &° 


` Чиеслитель лфвой части этого равенства, на основания первыхъ двухъ вы- 
раженй (69,с), получить слфдующий видъ: 
эму уе = СА, — 3.) — В Ср, — у), 
по формуламъ же (60) 8 26-го: 
У.А, — ЖА Удь — Уи, == -— №, 
Слёдовалельно 


У. — У = @р, РА, = 919 (451 — рс08 3); 


по формул же (53) 8 26-го: 


У, = Ш Ф 605 ж,. 


такъ что Уи — ул, _ Чзт о ро05 
у. Эт Я 605 ж 
слфдовательно аж 
4919 —р 082 51. уе в 90) 


Изь (70) и (71) по умножеши перваго на тэ, второго на (— с08э) 
н по сложени, получимъ: 


Ч@ж . 4$. 
в = —# яп $ свя в 918: 
а, если умножимъ (70) нз с059 и (71) на зто и сложимъ, то получим 
аж . Г. 
= щ 5 ф я» -% 6059. 


Далфе, для получевя выражены х, возьмемъ производную по # оть 
обфихъ частей равенства: 


ы =— №, 
получимъ: 14 
00573 


Числитель лфвой части этого равенства, на основани третьей фор- 
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мулы изъ числа (69,5) и третьей формулы изъ числа (69, «), будеть ра- 
венъ: 
Ай — АИ = 5, (РА, 4.) — "АЙ + р), 
8 такъ какъ: 
Ар ТУ, = 9? $, 


2, + др. = (— 20059 + 991 3) 1 ф = зи? ф 9ж, 
Ал = зи 05", ` 


то составленное. выше равенство, заключающее производную оть э по [2 
получить видъ: 
дю 4 
0—7 = — 
& # 4’ 


й отсюда — выражене для #; 


Яж 4 
= 08 РЯ 
Тажимъ образомъ получились требуемыя выраженя для р, 4, г 

аж а. 

2Р=—т эт бов + Я ша, ] 
@ж а. 

= и м баыто + 90 сова, | (2, 4) 
аж 6 | 

`= т с08$ - 


Если замфнимъ здвсь  черезъ ь, эж черезь я — $, 2 черезь 9—5 
то получимъ слфдующя выражешя для р, 9, * въ Эйлеровыхь углахъ 
и производныхь отъ нихъ по & 


И а 
в= ЗЕ 0 т ф — р 605$, 
} 
а= 2 воно -- эшф, ро с с с (72,8) 
4 4 
= — д 608. 


Эти послфдЕя выражешя находятся въ ТгаНв де несанате р. Ро15зоп, 
Тоше П, р, 134. 


Для того, чтобы объяснить себф значене величинъ р, 4, 7, вернемся 
къ выраженямъ (65) $ 34-го. 
Изъ этихъ выражен! видно, что всё т точки твердаго тёла, которыя 
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находятся ла прямой лиши, выражаемой уравнешями: 


иифютЬ скорости равныя нулю. 


Эта прямая ливя, проходащая черезь неподвижную точку А, мо- 
жеть быть названа меновенною осью твердаго тфла, вращающегося вокругъ 
неподвижной точки. 

Косинусы угловъ, составляеныхь съ ослми Е, У, 7. двумя противо- 
положными направленями, проведенными изъ неподвижной точки вдоль 
по мгновенной оси. пропоршональны величинамъ р, {, . То изъ этихъ 
двухъ прямо-противоположныхъ направлен! й, косипусы котораго съ осями 
координатъ равны отношенямъ 


имфющимъ въ знамелателяхь положительное значеще корня Ира ++ 
условимся называть яоложительныме направленемь эмновенной оси. 


Изъ равенствь (65) слфдуетъ, что 


9% 008 (№, Е) + о сов (м, У) + 24 сов (в, 2) = 0, 


БАКЪ ЭТО видно ИЗЪ того, что, если 06 части перваго изъ этахъ равеиствъ 
помножить на р, второго на 4, третьяго на х и сложить, то въ сумм 
членовъ второй части всф члены сократятся по-парно. 

Если означимь черезъ @ положительное направлеше мгновенной оси, 
такъ зто = ДГ] > 7 


— 608 (®, 5), 


И -т 


== == 608 (9, Т), у с (73) 
= 608 (9, 2), 


то предыдущее равенство можно будеть переписать такъ: 
> 


#0 (с08 (9, Е) ©0$ (0, Е) + 08 (9, У) сов (ш, Г) + сов (©, 7) сов (в, 2) = 0, 


или м 608 (9, №) = 0. 


— №9 — 


Это значить, что если № не равно нулю, то паправлеше ш перпен- 
дикулярно къ 9, т.е., направлеше скорости всякой точки твердаго тёла 


составляеть нрямой уголъ съ направнешемъ мгновенной оси. 


Помпоживъ равенства (65) соотвВтотвенно на Е, 3, (, и сложивъ, 


получимъ: 
16 [Е с08 (№. 5) +. 1 008 (1, 1) + 5 608 (м, 2)] = 


такъ какт во второй части веф члены попарно сократятся. 

Шо формуламь (ХП) $ 26-го, &, з, 5 суть прооьщи на оси Я, №, 2 
ралгуса вектора 10 М, соединяющаго точку Ю съ тою точкою Л твердаго 
твль, наиравлене и величину скорости + которой мы теперь опредфлявмъ, 
Чтобы отличить этоть радусъ векторъ оть воличины у, выражземой 
третьею формулою (72), мы обозначимь величину и направлеше ЮМ 
такъ: 

ти = ЮМ. 
По формуламь (ХИ): 


Е 2=7м 008 (гы, Я), == 608 (Уи, Г), С = Им 608 (7х, 2), . (14) 
поэтому найденное выте равенство можно написать такъ: 


Ти 1 608 (№, Гм) = 0. 


Если ни хх, ни № не равно нулю, то должна быть перпеядику- 
ларна кь ЮМ. № 

Тань вакъ № перпендикулярна и КЪ оби 
ЮО (черт. 47) и къ ЮМ, то она перпонди- 
хулярна къ плоскости, проведенной черезь №8 
и черезь ЮМ, а, слёдовательно, перпенди- 
вулярна также и къ заключающемуся въ этой 
плоскости кратчайшему разстояню МЕ точки 

‚М оть мгновенной оси ЮО, 

Вь прямоугольномь треугольникё ЮЕМ 
типотенузою служить хи = ЮМ, калеть ЁМ 
противолежить углу ЕЮМ, обравуемому направлешями Ю@ и ЮМ, 
поэтому ЕМ == ги и (О, #н). 

Чтобы внолнф опредфлить изправлене скорости @ точки М, примемъ 
на время, что положительная ось С, взята по направлено ЮЯ, поло- 
жительная ось 3, по направленно параллельному ЁМ и положительная 
ось У, по направлен изображеннаго на чертежё 47-мъ перпендику- 
яяра ЮУ, къ плоскости 9ЮМ, Такъь какъ теперь углы 98, и ©, 
прямые, а уголь 97, равенъ нулю, то косинусы первыхь равны нулю, 
8 восинусъ послфдняго равенъ + 1; поэтому изъ формуль (73) слфдуеть, 


Черг. #7. 
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что теперь р и д должны быть равны нулю, ах должно быть положи- 
тельною величиною. Координаты точки М теиерь равны: & = ЕМУ 
= = ЮЁ. По формуламь (65) проэкщи скорости № на оси Я; и 7, 
будуть раввы нулю, проэкшя же ея на ось 1, будеть положительная 
величина, равная у, Ё М, такь хакъ иги И суть величины положи- 
тельный. Токимъ образомъ" оказывается, что скорость ш точки М пер- 
пендикуларна къ ЕМ и имфеть направлене сяфва направо, если стать 
ногами въ Ё), головою по положительному паправлешю $ и смотрЁть 
на точку М. Изь предыдущаго видио еще, что отношене скоростей 
вефхъ точекъ М къ ихъ разетояшямь ЕМ оть мгновенной оси есть ве- 
личина для всфхь одинаковая, равная у при взятомъ на время положо- 
ши осей &,, Т,, 2, (т.е. когда &, параллельно ЕМ, а 2, совпадаетъ 
<ь Ю9). 
Опредфлимъ теперь величину # при прежвемт, положеши осей, когда 
прозкция скорости выражаются общими формулами (65). Изъ этихь фор- 
мулъ. слфдуеть, по возвышени въ квадрать и по сложеши: 


й 


2" = (5—7 91 — 2+ 7—6, 
потому что ° 
608? (№, В) - с08? (ш, Г) + с05* (м, 2) = 1 


Вторая часть получениаго выше выражешя для и” можеть быть 
преобразована по формул (59) $ 26 къ виду: 


(инф) (Рф) — ФЕИ, 
здфсь: 
РЯ = гы". 
Въ тричлен рЕ + 91 -= гб величины р, 4, г могуть быть замфнены по 
формуламъ (73) произведешями корня изъ (р’-+4’ +7”) на косивусы 
угловъ, составляемыхъ направлешемъ © съ осями координать, а 6 у, — 
равными имъ выражешями (74), поэтому: 


ВЕ-Ч + = (НИЙ -- + 7 хи ов (©, 7ш), 
слфдовательно 
ЕР) ти" — 60° (©, хи)) = 
(рф) ль? я’ (©, ун). 


——_ 

При извлечени кория надо имфть въ виду, что ши ти т (©, ги) 
суть положительныя величины, а потому и корень изъ 2*.-+ 4’ +7’ надо 
взять со янакомъ --; такимъ образомъ окажется, что 


2 — ы = У о, 
и и И НИ фи, 


— пр .’ 


Чэжъ какъ величины и направлен я скоростей и точекъ твердаго тёла, 
вращающагося вокругь ненодвижиной точки, подчиняются тому же закону; 
Бакъ и величины и паправленя скоростей точекъ твердаго тёла, вра- 
шающагося вокругъ неподвижной оси ($ 29), то величину положительно 
ззятаго корня изъ р’ + у’ + 7* называють мановенною увловою скоростью. 
“Мы обозначимъ ев тфиъ же звакомъ Я какимъ обозначили положитель- 
з0е направлешю мгновенной оси. Нрилагательное: «мгновенная» озна- 
чаеть, что, кавъ величина 


такъ и направлене © не остаются постоянными, но измфняются съ те- 
ченемъ времени. 

Величина ф, 4, Г а также и величина О имфють изифрешя угловой 
скорости, то есть, отвлеченнаго числа, дфлениаго на время, какъ видно 
по формуламь (72). 

Въ $ 29 мы условились изображать угловую скорость въ вид век- 
тора, отложеннаго по направлен оев вращения; точно также условимся 
изображать © въ вид длины, отложенной оть А) по направленю поло- 
жительзой мгновенной оси. Длина эта должна относиться къ единиц 
длины такъ, какъ угловая скорость отвосится къ единиц угловой ско- 
рости. Слфдоватольно, длина, изображающая узловую скорость ®, равна: 

Я [ы. [1]. 
По формуламъ (73): 
р = О сз (@®, Я), 
. Ч = 9 вов (9, Г), |... (15) 


# = 9 с0з (9, 7) 
Величины р, 4, г называются проэкщями меновенной узловой ско- 
‘рости @ на оси координать Е, Х, Г, ненамьнно связанныя 05 твер- 
дым5 тьломз, 


Даины: в]. т, чт, "(Е 


отложенных по соотвфтетвеннымь осямъ оть точки А, разы проэкщямъ 
длины ©. [1]. [1] на эти оси, 

Заключающияея въ выражешяхь (72, 4) производныя отъ $, ж, э 
по $ сами представляють угловыя скорости вращенйя вокругь осей ОМ 
(см. черт. 38-й $ 25), ОЙ’ и ОР. Предетавимъ себЪ, что эти угловыя 
скорости изображены векторами, отложенными оть № по направленямъ 
положительныхь осей ЮМ, Ю2, Ю2, если производныя положитель- 
ныя, или по направлеюнмъ противоположнымъ, если производныя отри- 
цательныя. Можно показать, что эти три угловыя скорости суть соста- 


— 112 — 


вляюшия полной угловой скорости, т. е., 170 векторь © есть геометри- 
ческая сумма трехъ векторовъ {', ж, э'. Вь самомъ дёлЪ, такъ какъ 


— 811 <083 = ^, = 603 (7, Е); звф 5 ==, == 008 (И, У), 
605 =, = 608 (#, 2); ° 
& по формуламъ (ХШ) $ 26-го 
1 9 == 608 (ЮМ, 8) = 608 (№, Е); с0$9 = 606 (М, Т), 


тд для краткости, направлешя ЮМ озизчено черезь №; притомъ, такъ 
вакъ № перпендикулярно къ 2, то с0$ (№7) =0, а такъ какъ С пер- 


пендикулярно къ Е и \, то еще: 
605 (7, 5) -=0, с03 (7, Г) =0, 603 (7, 2) =1. 
Имфя всо это въ виду, можно написать формулы С А} въ такомъ вид: 


46 


дж ; 
в = ие 60$ (2, Е) - а °° (М, Е) 1 о сов (2, =), 


Ч сов (Е, Х) + 44 оз (м, р: р 08 (2, Х), 
ЕД 
м 


608 (2,7) + 605 (№,2) + в 0$ (2, 2). 


_ @ж 

"№ 

Изь этихъь формуль и формуль {75} явно слфдуеть, что векторъ 9 

есть геометрическая сумма векторовъ ж’ (10 0си Я), $’ (по оси м» 

з' (по оеи 7). 

о Отало быть, угловая скорость 2 вобра. 

Ц жается по величин® и по направленно прово- 

\ денною изъ точка Ю) дагональю параллелопи- 

педа (черт. 48), ребра котораго равны и израх- 

лельны векторамъ м’, У и э, улы МЮ 
и. МЮ2Р.— прямые, а уголь ЮР. равенъ 9. 

Формулы (72, 4) или (72, В) двя проэкийй 

угловой скорости вз оси коордивать неизмённо- 

связанныя съ твердымъ тёломъ, а также и фор- 

Черт. 48. мулы (65), выражаюния проэкщи вращатель- 

ной скорости @ на тё же оси, иибють суще- 

ственное значене въ механик твердаго тёла, Въ сльдующемь параграф 

будуть составлены выражен я проэкщй угловой скорости и вращательной 

скорости на неподвижныя оси. Эти выраженя рёже встрчаются въ ме- 

ханикф твердаго тфза и будуть приведены здфеь только для полноты 

изложения кинематической части. 
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$ 36. Проэкщи угловой еворости и вращательной оворобти ча не- 
подвижныя оси координать. 


Тавъ какъ векторь © есть геометрическая сумма векторовъ $’, ж’, э', 
то нетруцно вапиеать выражешя проэкцй вектора © на оси коорди- 
нать Х, У, 2. Эти проэкщи обозначимъ черезь Р, ©, Е; выразятся онё 
слфдующимъ образомъ: 

4: 


}Р= Чаи ов — 7 


7 т ж, 


а 7 
== р бы (4... (6, 4) 


= = [2 5 -+- 4, 
если принять во вниманше выражена “9 (54), (55) '$ 26-го косиву- 
совъ угловь между осью 7. и осями Х, У, 2 и выражен!я косинусовъ 
угловь между №, Х, У и, наконець, имфть въ виду, что оби Хи У 
ортогональны къ оси 4. 

Вь эйлеровыхь углахъ выражен я эти будуть таковы: 


Я соз (9, Х) = р=% 1% впф — р я $ 

4 ы 76, В 
Я соз (Я, У) = 9 = 2908 08$ + эф г. (76, ) 
© соз (Я, 2) = В = 58 — 4 


& 

Между р, 4, ги Р, 9, В существуеть такая же линейная зависи- 
мость, какая существуеть между проэкщями какого либо вектора на двЪ 
системы ортогональныхь осей. Аналогично формуламъ (46) $ 26-го, р, 4,7 
могуть быть выражены въ Р, %, В так: Д_ $. 0-Е . 

` р = Р\. + 9, + В. 
= Рь. + Чы + Вр, |} 
г = Ра, + 9, + №, 
поэтому изъ выраженшй (69, а, $, с) 8 35 получатся, на основанш фор- 
муль (60) 8 26, слфдующя девять выражен! для производныхь девяти 
косинусовъ по & 
№1 == 9\, — ВА, № = ВА, — РА, М=Р^\, — ®. 


== 9+. — Во ву Вы, — Рь, № = Рь, — Фр. 
У! = 9%, — Ву» ч, = В, — Ру, == Р, — 4. 


С 


(77) 


Д. Бобылевъ. 8 
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Подставивь выфсто производныхь отъ косинусовъ эти ихъ выражешя 
во вторыя части равенствъ (63), получимъ, воспользовавшись формулами 
(46) 8 26-го, слфдующия выражея проэкцй вращательной скорости на 
неподвижныя осп: 


№ 603 (и, Х) = 0 (& — 2.) — Ву), 
20 08 (0, У) = В (1—1) — Р(ё — 1»), |. . (63, №5) 
9 (= — =»). 


$ 37. Акеонды: неподвижный м движущоя вмёетё еъ вращающимся 
твердыиь тЪшоиъ. Примфры. 


При вращенги твердаго тЬла вокругь неподвижной точки мгновенная 
ось, вообще говоря, измфняеть свое направлене въ пространетв$ и въ са- 
момъ твердомъ тВлф, а угловая скорость изифняетъ свою величину, Если 
изифнешя эти происходять непрерывнымь образомъ, то мгновенная ось 
описываеть въ пространств5 коническую поверхность, называемую не- 
лодвижнымь аксоидомь, а въ твердомъ тлф — другую коническую поверх- 
ность, называемую движуииимся аксоидомз. 0бЪ эти поверхности во всяк! 
моменть касаются одна другой по общей имъ производящей, служащей 
угновонною осью въ разематриваемый моменть, Такъ какъ скорости то- 
чекъ твердаго тЁла, находящихся на мгновенной оси, равны нулю, то 
движущИся аксоидъ выфетб съ твердымь тфломь катается безъ скольже- 
ня по аксоиду неподвижному. Такое катан!е аксоида движущатоея по 
неподвижному аналогично катанйю движущейся центроиды по неподвиж- 
ной (см. 8 30). 

Для примфра разсмотримъ вращене твердаго тёла вокругь начала ко- 
ординатъ, выражаемое слёлующими фориулами: 


сов (и, И) == Ру у.) 


ф=я ж=оф э=о 


тд а постоянный уголь, который можеть имфть произвольную велачину 
ВЪ предфлахъ между Оки т; ®, и ®, постоянныял угловыя скорости, по- 
ложительныя или отрицательныя. 

Полагая , и ®, положительными величинами и имя въ виду, что 
угловая скорость {' равна нулю, можемъ заключить, что угловая ско- 
рость © есть геометрическая сумма угловыхь скоростей: ®,, направленной 
по оси 2, и ®,, направленной по оси 7. (черт. 49), а поэтому © зз- 
включается въ плоскости 207, имфеть. постоякцую величину, равную 
Ив? -- 20.0, с08а-+®,, и направлеше ея составляеть съ осью 2 по- 
стоянный уголь В, а съ осью Ш постоянный уголь у. Синусы этихъ 
угловь и синусъ угла & пропорщональны противолежащимъ сторонамъ 
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въ треугольник$ 4ОО или векторам о, ®,, 9, такъ что: 


зав _ мат _ 
“= = 


2 1 
Въ томь случа, когда уголь а острый или прямой, углы при верши- 
нахъ зксондовъ: СОЁ подвижнаго и неподвижнаго 002, будуть острые. 
Если же уголь а тупой, то, смотря по величинамь в, их, можеть быть, 


Черт. 49, Черт. 50, Черт. 51. 


что одинъ изъ этихъ угловъ будеть тупой; такъ на чертежф 50-мъ уголь 
СО, или на чертеж 51 — 20С. 

Въ качеств другого примфра опредфиимь аксоиды при вращения 
крестовидной части Гукова шарнира. 

Шарниръ Гука есть сочпенеше, служащее для передачи вращеня отъ 
одного взяв 4 другому В, если оси этихъ валовъ перосфкаются въ одной 
точкф и наклонены одна къ 
другой подъ тупьиь угломъ, 
величину котораго можно из- 
мфнять по желаню, Передача 
враценя между валами 4 и 
В (черт. 52) производится 
при посредетв твердаго тфла 
4$ са, выбющаго крестообраз-. 
ный видъ и крестовины ко- 
тораго ае и 64 взаимно ‘пер- 
пендикулнрны; концы кресхо- 
винъ имфють форму цилин- 
дрическихь ниповъ, ветавлен- 
ныхъ въ циландраческая гнфз- 
да Е, Е, 2, 2, двухь вилокъ, одной ММ,, наглухо прикрфиленной къ 
залу А, другой ММ, — наглухо прикриленной въ валу В. Вилки эти 
“таковы, что при вращени вала А прямая зишя Я,0Е не выходить изъ 

8 
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плоскости, перпендикулярной къ оси этого вала, направленной къ точк® 
0, а прямая лишя 207, не выходить изъ плоскости, перпендикулярной 
кЪ оси вала В. Оси обоихъ валовъ пересёкаются въ точкф О, такъ что 
направленя ихь ОА и ОВ образують тупой уголь величины (п—а), & 
вышесказанныя плоскости наклонены одна къ другой подъ острымъ угломъ 2. 


Ёрестообразное тфло абе4, передающее вращеше отъ вала 4 къвалу В, 
вращается вокругь неподвижной точки 0, причемь прямая лишя 2,02, 
влужащая лишею первефчен1я вьиие сказанныхь плоскостей, остается не- 
подвижною. Представимъ себф, что разстолня 07, ОЙ, ОЕ, ОЗ, 02, 02, 
равны едининЪ, такъ что вс® шесть точекь #, 2, =, 5, 7, 7. находятся 
ив сфер ралуса, равваго единицф. Направленя 0%, ОХ, ОЯ пусть слу- 
жать направлешями положительныхь осей 2, 7, Я. Переофчещами пло- 
скостей перпевдикулярныхь къ осямь ОВ и ОА съ поверхностью сферы 
будуть служить больше круги, Части этихъ круговъ изображены на чер- 
тежф 52-мъ, а именно ХС, есть половина той окружности, плоскость 
которой перпендикулярна къ оси ОВ, па ней точка Х есть оконечность 
направленя ОХ положительной оси Х-овъ. ЯЙ)ЕХ, есть часть круга, 
плоскость вотораго перпендикулярна къ оси 0.4, прямая ОН имфеть на- 
иравлене положительной оси Я. Такъ какъ ось Й крестообразнаго тёла 
остается въ плоскости 2Х, 10 ж-=0и дуга &7. измфряеть величину 
угла $; ось & заключается въ плоскости ЯРЁЕ,, составляющей съ пло- 
скостью ЯХ уголь а, измБряемый величиною сферическаго угла 27Р. 


. =>. к 
Сферичесый уголь ЕЁ равевъ (= —9) и дуга СЯ равна э, 
По фориуламъ сферической тригонометрия для сферическаго треуголь- 
ника, сферическе углы потораго суть А, В, С, а противолежаня имъ 
сферическя стороны: а, В, с, инфемъ: 


зшё _ ша 
зшВ  этА’ 
зп с08 4 = тс 008 а — 6080 За 608 В. 
Принфнимь ихъ къ сферическому треугольнику 225 (черт. 58), зам$- 


иивъ 4, В, а, 6, с черезъ я; п—э, 5. $, $, гд8 дуга ДЕ означена че- 
резъ ф, будемь имфть 


о 9 
ПФ — зна; ВФ 6084 = 608 6059 
и отсюда 
183 — 605 ф Шо. 


Такъ какъ уголь 24 постоянно равенъ нулю, то, при вращеши креето- 
образнаго твердаго тфла, _ равна нулю, а между производными оть э 


— пт — у 
и $ существуеть такая зависимость: 


=—Ятува; 


я 


со; 


но такъ какъ 
даа = 1+ В+ 609 41 а, 
то, по умножеши обфихь частей предыдущаго равенства на э", получимь: 
ЭТ 9 208? ф 167 х -- зтрнан 0. 


По формуламъ (76, 4) $ 36-го проэкщи Р, ©, В угловой скорости 
на оби Х, У, 2, при ж=0 и ж'-=0, выразятся такъ: 


Р=эзт9, 9 = В = 003 9, 


поэтому въ предыдущемь равенствЪ можно заифнить 9’? черезь Р?-- В?, 
9” 605 ф черезъ В, э’5шф черезъ Ри {’ черезъ ©, такъ что получится 
уравневе, выражающее слфдующую зависимость между Р, 9, В: 


Р* -+- В+ В’ а + Роща-=0. 


ы 


Уравнешя же прямой, совпадающей съ игновенною осью, можно на- 
Писать такъ; 


поэтому предыдущее равенство можно замфнить слёлующим: 
Л 27 а + зу Ща = 0, 


которое есть уравнеше неподвижнаго аксоида. Какъ видно, это есть ко- 
ническая поверхность второго порядка. 

Проведомъ въ плоскости ХУ двф новыя взаимно перпендивулярныя 
оси ОХ, и ОУ,, изъ которыхъ первая дёлять поноламь уголь ©, вторая 

х 9 а 

зе составляеть уголь ( — я) съ осью ОХ и уголь 5 съ осью ОУ. Озна- 
чивь черезъ 2, и у, координаты по отвошенцо къ нозымъ осямъ, пре- 
обравуемь прежыя коордиваты х, у въ новыя по формуламъ: 
я 


2 


а 


2 


а 


+9 685 


.@ ; 
=, 6085 — У м5, У=а, п 


тогда уравневе иеподвижнаго аксоида получить такой видъ: 
2 


2 а @ 
= 9,* ЗИ э, 


зон _^ 
в 6085 6082 


который показываеть, что сбчене конуса плоскостью, перпендикулярною 
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къ оси У,-овъ, есть аллинеъ съ полуосью у, №5 въ плоскости Х,У, и 
съ полуосью узи Усова въ плоскости У, 2. Послёдняя полуось менфе 
первой въ отношения 


а 
668 5 Усова. 


На черт. 53-мь изображенъ этоть не- 
подвижный аксоидь въ видф эллипти- 
чеекаго конуса, - 

Изь выражен (72, А) для р, 9, 7 
получимъ въ настоящемъ случаф. сл- 
дующя: 


р=ф тэ 9Ч=Ф ся х=я. 


Зависимость между (з')’ м (4’)” прех- 
ставимъ теперь подъ такимъ видомъ: 


Черт, 53. 


9" = ($')* 605 эта — (4)? 6057 2 з1? э, 
а, понноживъ обЪ части этого равенства на (’)*, получимъ: 
(9 (0’)* = (' 606 э)* ва — (0' 05 э)*. (ф' 5 э)*, 
или, на основани предыдущихъ выраженй для р, 4, и: 
ПРЕ арг. 


Въ относительныхь координатахь уравненёя прямой, совпадающей съ 
игновенною осью, будуть: 


поэтому уравнеше движущагося аксоида въ относительныхь координа- 
тахъ будеть слфдующее: . 


Р-Р Ета те. 


Это —коннческая поверхность четвертаго порядка, обнимающая собою 
ось Т. Для изслфдоваля вида ея выразимь Е, т, © въ сфермческихь ко- 
орхинатахь фи ф, полагая радрусь векторь 7 равнымъ единиц. Положивъ 


Е =зтозшф, 1=0605%, © = п ©08 $, . `- 


можемъ представить ‘уравнен!е аксоида подъ такимъ видомъ: 
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Рьшивъ это уравнен! относительно со ф, получимъ четыре корня, 
два мнимые и два дЬйствительные; послёдне будуть: 


у! УТ 
У? ва 


Изь этого выраженя вадно, что, при измфяени угла”ф отъ 0 до % 
уголь ф колеблется четыре раза между предфлами а и 


сов ф = = 


608 > 
2 


Этоть аксоидь техже изображень па чертеж 08-мъ. 


$ 38. Движеше твердаго тфая, представляющее воединене зраща- 
тельнаго движешя съ какниь бы ви было поступательныиь. Скорости 
точекъ тала при такомъ движении, 


Двяжеше тверлаго тфла, выражаемое формулами: 
2 В.) =, = Р, 0, | 
Я=ф, ж=ф 0, = } 


можно разематривать, какъ соединене вращательнаго движеня вокругъ 
точки КЮ сь поступательнымь движещемъ, общимъ съ движешемь этой 
точки. 

Чтобы полузить выражен!я проэкщй на неподвижныя оси Х, У, Ё 
скоростей точекъ твердаго тфла, надо взять производныя по # оть обфихъ 
частей равенствъ (45) $ 26-го, имфя въ виду, что Ё, 1, (, какь относи- 
тельныя координаты точекъ тфла, остаются неизифнными при движеяи, 
измфняются же’ абсолютныя кординаты 2, у, 2, Х., У», 2» и косинусы 
А Вл чл № № Ув А В, >> ТоРДа пОлучимь: 


. (В) 


49 _ Ф _- Ч, . (@8 
Ре Тати ® 
42 _ 92» 4, АКА 


Означимъ черезь © скорость разематриваемой точки твердаго тЬла и 
черезъ х„-— скорость точки Ю. _Помноживъ первыя и вторыя части ра- 
венствъ (78) соотвЪтственно на’ ЗЕНА сложив й имвя въ виду, что 


Ы 


Иа нтан= 


=4960$ (в. Х).А, + 060$ (в, У). №, + © 603 (2, 2).^, = 9 605 (в, 8), 


Яу»ю 


в. „4 
а 


р 92» 
й .- №— 


, к №, = 6» 608 (9,8), 


и что члены, заключаюдуе производныя оть хосинусовъ »,, А, №, 1 В 
*„ У» У» приводятся (см. $ 34 равенства (65)) къ (95—71) = #608 (№, =). 
получимъ: . 

$ 605 (9, Я) — $, 608 (9,, 8) + 95 — "7 


и подобнымь же образомъ получимъ два друмя изъ слфдующихь трехъ 
равенствь: 
608 (9,8) = а» + 9$ — 71, | 
© 05 (#, Г) = В» + 7Ё — 26, | у (9) 
# 505 ($, 7) = 1» + ри — 96, } 
гдЪ для краткости приняты слёдующия обозначеня: 
9 608 (9,, 8) = 4», Фь 608 (, Г) = Вы, 9 608 (9, 2) = в. . (80). 
Равенства (79), представленныя подъ видомъ: 
9 60$ (6, Я) = 5» 60$ (6,, В) + 608 (, Я), 
$ с08 (®, Г) == в, 608 (в, У) в 608 (м, №). |. с. 80 
® 608 (6, 2) = 1, 608 (6,. Душ 605 (№, 2), 


выражають, что полная скорость г какой либо точки К, твердаго тфла 
получится по правилу геометрическаго сло- 
жешя двухь геометрически слагаеныхль ско- 
ростей, а именно скорости 9, (К.И, на 
чертежё 54-мъ) м скорости вращательной 
® (К, И’, на чертежё). Первая скорость 
Е.П, можеть быть названа скоростью по- 
ступательнаго движения общаго съ точкою _ 
Ю, вторая И, И, — скоростью вращатель- 
наго движешя вокругь мгновенной оси Ю®. 
Постуналельная скорость К.И, равна н па- 
Черт, 54. раллельна скорости точки Ю, вращательная 
скорость перпендикулярна къ плоскости, про- 
веденной черезь Ё, и черезъ мгновенную ось №, равна произведено 


@. Е.К, изъ угловой скорости © на длину кратчайшаго разстояыя Ё,К, 
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точки К’, оть мгновенной оси и направлена слЪва на право для наблю- 
дателя, стоящаго ногами въ точкБ №, головою по направлено 09 и 
смотрящаго на точку К,. Полная скорость точки К’, есть магональ 
КУ, параллелограмма, построеннаго на сторонахь К.П, и К, Т,. 

Очевидно, что, если провести прямую линю К, К,, параллельную, мгно- 
венной оси ЮЯ; то скорость К,Г, всякой другой точки К, этой пря- 
мой будеть равна и параллельна скорости К.Г, точки К. 

Какъ сказано выше, то движеше твердаго тВла, которое выражается 
формулами (№), можно разсматривать, какъ соединене вращательнаго 
движешя вокругъ точки Ю съ поступательнымь движенемъ, такимъ же, 
какое имфеть эта точка. 

То же самое движен!е можно разсматривать какъ соединен1е другого 
поступательнаго движеня, такого, какое имфеть точка К,, съ враща- 
тельнымъ движешемъ вокругь этой точки, причемъ направлеше угловой 
скорости (проведенной теперь черезъ точку К,) будеть параллельно на- 
правленю Ю,® и веливина угловой скорости @ будеть та же, что и 
прежде. Въ самомъ дёлЬ, выражен!я и величины р, 9, ^ не зависять оть 
выбора въ тёлБ точки Ю, а толька оть угловъ ф, ж, з и угловыхь 
скоростей: $’, ж’, э'; то же должно сказать относительно величины и 
направлевня 9. 


$ 39. Центральная или винтовая игновенная ось скоростей. 


Изъ равенствь (79), помиоживъ первое на. р, второе на 4, третье 
на у, сложивъ и раздфливъ на ©, получимь: 


бро (0, В) + боб (9, 1) +- 02008 (2) = 


= 2», 608 (2. Н) Е 9» 608 (9„, У) 5 5 4% 605 (9, 2), 


или, имфя въ виду, что по формуламъ (75) $ 35: 


2. = 8 ©, 8) 
Сафо с 
м 608 (@,7) 


можемъ представить предыдущее равенство подъ такимъ видомъ: 


ф 605 ($, 9) = в» 608 (и, 9)... . о. (82) 


Это значить; что у вебхь точекъ твердаго тфла проэкщи скоростей 
на направлеше мгновенной оси одинаковы, т. е., равны прозкци на то же 
направлене скорости точки Ю- 

При разсмотрёни скоростей точекъ твердаго тфла, движущагося па- 
раллельно неподвижной илоекости, было показано (5 30), что всегда. 
найдется такая ось, скорости точекъ которой равны нулю. Точка пе- 
ресфчешя этой оси съ плоскостью ХУ была названа мгяовеннымъ 
центромъ. 

Изъ равенства (82) видно, что, если скорость точки #) не перпен- 
дикулярна къ меновенной оси, то въ тверломъ тив яе найдется такой 
прямой, скорости точекъ которой были бы равны кулю.. у 

Однако, всегда можно найти въ твердомъ тбл такую прямую линшо, 
параялельную мгновенной оси, скорости точекъь которой направлены 
вдоль по этой прямой и имфють величины равпыя 9» 60$ (», 9). Такая 
прамая называется центральною. 9650 скоростей, 

Эта ось называется также винииовою осью скоростей, потому что ско- 
рости вефхъ зочекь тфла имфють таня направлешя и величины, кахъ 
будто бы твердое т5ло имЪло винтовое движене ($ 33) по этой оси. 

Центральная ось пзраллельна мгно- 
венной оси. Если опредёлить м®сто 
одной изъ точекъ ея, то, проведя че- 
резъ эту точку прямую, параллельную 
ыгновенной оси 109, получимъ цен- 
тральную ось. 

Представимъ себЪ, что черезъ точ- 
ку Ю проведена плоскость, перпен- 
дикулярная къ мгновенной оси. На 
чертеж 55-мъ эта плоскость обозна- 
чева буквани 5555, 

На этой плоскости опредфлимъь положеше точки С’ пересфчешя ея 
съ центральною осью, Пусть 8, \, (, координаты этой точки С. Такъ 
какъ радтусь векторь ея ЮС, проведенный изъ точки А), перпендикуля- 
ренъ къ угловой скорости, то координаты Ё, 7, *, дояжны удовлетво- 
рать уравненшю 


В.Н Ч. =0...,.... (88) 


Скорость точки С направлена параллельно ЮО и равна $» 60$ (%», ®), 
если уголь между о», и ЮО острый. На чертежь 55 длина ЮВ изо- 
бражаеть эту проэкцю, величину которой обозначимъ черезъ т. Проакщи 


ея на оси Я. Г, 7 будуть равны: 


о. со (9, 8), %, сов (9, У), ®, сз (©, 2.) 
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или, на основани формуль (75) настоящаго параграфа: 
5 9» 603 (%„, Я), 4 5» 605 ($„, 9), 5 9» 608 (5, 9). 


Сь другой стороны тВ же проэкщи получаются изъ формулъ (79) 
$ 38, если въ нихъ подставить координаты #., т, ©,; слдовательно: 


5 9. = вы + 45, — 71, 
8 9 К, (84) 
я “= И о И 


‚ 
ОЕЫ.— ©. 


Изь этихь равенствь, принявъ во внимане равенство (83), можемъ 
опредфлить &, 1., ^. слфдующинь образомъ. 
Умноживъ 2-е изъ предыдущихь равенствь на х, & третье на фи 
вычтя одно изъ другого, получимъ: 
В» бо) Е — р (а. К), 
но, на основани (83): 
— би+ю =, 
® потому 
0= 78, — ЧЁ. 9%; 
отеюда: 
Е _ № — № 
& = Ге 


Подобнымъ же образомъ получимъ два друМя изъ слфдующихъ трехъ 
выражешя, 


ЗЫ 
Та» — РТ 
п, ине. 85) 
с —_ 2% — 9% 
ит | 


Слёдуеть замфтить, что, если Ф„ составляеть туной уголь съ напра- 
влешемь А0©, то величина 9, = 0» с05 („, ®) будеть отрицательная, но 
формулы (84), а слёдовательно и формулы (85) будуть имфть тоть же 
видъ. Если ®„ перпендикулярно къ 409, то ®. будеть равна нулю, стало 
быть ‘вь первыхъ частяхь формуль (84) будуть нули, формулы же (85) 
будуть т5 же самыя. Точка С будеть тогда игновеннымъ центромъ, 
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Чтобы постронть положене точки С на чертеж 55-мъ, надо провести 
перпендикулярь ЮБЁ въ плоскости 5595 въ такую сторону, чтобы, стоя 
вогами въ КЮ, головою по направленю ЮГ, и глядя яз точку ©, на- 
правлене ЮД, т.е. скорости т», было видно вправо. На этомъ перпен- 
ликулярь | надо отложить такую длину ЮС, чтобы вращательная ско, 
роеть ОТ? точки С, равная произведеню 9. ЮС, была равна и проти“ 
воположна С'А,, равной и параллельной Ю.А, то есть, 5» зп (®ЮП) = 
==» 3 (0,, 9). Тогда параллелограмыь СТВ,И,, построенный въ точёЪ 
С на сторонахь СИ” и СИ,, будеть имфть магональю СВ, то есть, 
$. = %» 603 (%», @). Разстояне же ЮС равно: 

Ю6= позе ©). (д... 88 

Подобное же построеше будеть примфнимо и тогда, когда уголь между 
3» и ЮО будеть тупой, но тогда 9, = %» 608 (#„, Я) будеть величина 
отрицательная, такъ что ОВ, будеть направлено противоположно парал- 
лельно направленю 09, 

Если уголь (у„, ®) будеть прямой, то ЮВ будеть равно нулю н ЮА 
будеть равно %„. Построене, съ надлежащимъ измфнешемъ, примфнимо 

‚ и здесь. 

Если ®, не равно нулю, то скорость какой нибудь точки К’ (черт. 56} 
твердаго твла, не находящейся на винтовой оси, будетъ нмфть величину и на- 
правлеше дагонали прямоугольника, построеннаго на скорости КД =, 
параллельной винтовой оси С9, и на вращательной скорости А И”, рав- 
ной 9. ОК вокругь этой оси, Прямоутольникь ДКУТ находится въ 
плоскости каезтельной къ круговой цилиндрической поверхности, имфю- - 

щей осью винтовую ось, з направляющею — кругъ, опи- 


0 санный вокругь С’ радусомь СК. Д:агональ прамоуголь- 
р ника КР, т, в., скорость точки К, соетавляеть съ плос- 
у костью круга раду СК уголь =&, твнгенсь котораго 
й равенъ: ®. 
с 8 = = > 
ие  вр=бК. 


Вообще, величины н направлен1я скоростей таковы, 
каковы бы онн были въ равномфряомъ винтовомъ движе- 
вн ($ 32) твердаго тёла вокругь винтовой оси СО, если бы время т 
волнаго оборота было бы равно: 


Черт. 56, 


и высота шага винтовъ: 
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При этомъ, если $, положительная величина, всф точки твердаго тВла 
имфють скорости лфво-винтовыхь лин, если же ©, отрицательная, то 
скорости соотвфтетвують скоростямъ право-винтовыхь лив!й. 


$ 40. Ускоревя точекь твердаго тВла при движени, выражаемомъ 
Формулами (Е) $ 38. Проэкщи ускоремй на оси, нензифнно овязанныя 
съ твердымъ тёломъ. Угловое ускореще. Ускоревя вращательное и центро- 
стремительное. ^ 


` Чтобы получить выражешя проэкшй ускоренй точекъ твердаго тфла 
на неподвижныя оси координатъ, надо взять производныя по $ оть 06%- 
ихь частей равенствъ (78) $ 38, Имфл въ виду, что &, т, $ для точекъ 
твердаго тВла остаются постоянными, получимъ; 


ад" + АИ зи" = си, 

уе В ду + 5, (87) 
аи АИ + др + И, 

гдв двумя коммами надъ буквами обозначены ‘производныя второго по- 

рядка по {$ оть величин, выражземыхь этими буквами. 


Чтобы получить выражешя проэкщй ускоренй Ф точекъ твердаго 
тВла на ось Я, надо помножить предыдупуя равенства соотвфтственно 
на \,. А» К, И СЛОЖИТЬ, тогда въ первой части получится 

А, У, + 2), == 0 608 (©,Е), 
3 первый тричленъ второй части будеть 


до", + о, + ао, = Фр 608 (9,, Я), 


гдф %, означаеть ускореше точки Ю. 


Вмфсто такого способа получешя требуемыхь выражен, примфнимъ 
другой, а именно возьмемъ производныя по # отъ обфихъ частей равенствъ 
(19) того же 38-го параграфа. , 


Первое ивъ нихъ дасть слфдующее равенство: 


& [0605 (%,=)] _ 4» [а 4’ 8 
&° аби 1 8% 


Такъ какъ 
2608 (&,Н) = 2. А.Н У. А, + 2. А, 


о = Лр'.Х, 5 ую. А, ЗН в. А, 
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то 
а | с0$ (2, = ` . . , 
псов — 0608 (9, ЗНА у, м2. А, 
ах . ` , . 
ия 2 1 60$ (0, Я) -Н до’. АИ - У», 2. 
поэтому равенство (88) можеть быть переписано въ такомь видф: 


. (о. . Е а 
— 9608 ($, 2) = 9» 608 (6, + —чж— 


М а. —ь).МК( — 2)... . 89) 


Разности "- 2’, у У», 2—2» равны проэкщямъ на оси Х,У, # 
вращательной скорости той точки тфла, ускореше которой мы опредфляемъ. 

Производныя же \., ^, \.„ помноженныя на единицу длины, суть 
проэкщи на 18 же оси вращательной скорости №. той точки А твердаго 
ТЬна, которая находится на оси 1ЮЯ въ разстоянйи равкомъ единиц 
дливы оть А}. 

Въ самомъ дьлЪ, относнтельныя координаты этой точки „А суть 


и =1.[0], и=0 &=0, 


поэтому абсолютныя координаты ея по формуламъ (45) параграфа (26) 
выразятся такимъ образомъ 

ЖА о + А... [| 

ву А, [6 

2 = 2» + ^,. [В], 


и отсюда: у у о == 1 608 (№, Х) = [Ш]. А," 
уг — ую" = д 608 (ша, У) = [].^,, 
2 — к = 4, 608 (1, 0) = (Ц. 
Отало быть 


а Инь м! — у = 
= №, 204 608 (№ .461). 
Это же самое геометрическое произведен!е двухъ вращательныхь ско- 


ростей мы можемъ представить суммою произведенй проэкшй ихъ ла 
оси ЕЯ, Т, 7, то есть, такь: 


#. 01 608 (9, №4) = 
— # 60$ (40, Я) вл 605 (№, 8) 
- # 08 (в, Г) № с0$ (04а, Г) = 


— #0 60$ (#0, 2) №. 005 (64, 2). 
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По извъстнымь же формуланъ проэкщй вращательныхь скоростей на 
оси Я, Т, 2, имфя въ виду, что &, = [[], = 0, (д ==0 будемъ имфть; 


#6 с05 (4,8) — 45—21, №4 608 (и. =) = 0, 


№ 605 (№, Г) = 75 — 9» 1108 (Ш, Г) = г. [5], 
№ 60$ (№, 2) = 1—9, №4 608 (№, 2) = — 4.1. 
Слфдовательно 


{Я — ть). у, (2). М = 
= И — #5 — 901+ 98 = 
(кф) фр +. 
Поэтому фориула (88) получить ВидЪ первой изъ трехъ слёдующихъ: 
=, 605 (2, 2) 4 в ъ, 
(ЕН 7) — 9%, 


2 0$ (6, т) = 2% 608 (6, К) -- Е бр (90) 
чаи -9ч, | 
2 60$ (©, 2} — 6. 603 (2, 2) + пр’ — 9 
+ г (РЕНН) — 9. 
Подобнымь же образомъ получатся и двф остальзыя формулы. 

Изь этихь формуль слФдуотъ, что ускореше у какой-либо точки твер- 
даго тфла можеть быть разсматриваемо, какъ геометрическая сумма трехъ 
ускоренй; значешя этихъ ускореншй сейчасъ будуть объяснены. 

` Прежде всего замфтамъ, что формулы (90) заключають въ себЪ три 


производныя р, 9, ”. 
Эти производныя надо разсматривать, какъ проэкщи на оси 8, №, 7 
величины, называемой умловыме усворенеено, Угловое ускореше есть век- 


чоръ, имфющий величину: 
РТ. 
5--/ 8). 


а направлене его составляеть съ осями углы, косинуеы которыхъ равны: 


| Ф ^ 

б а = 0% @, 2), 

1 4 о 

ой — 28.7, ние. (9) 
14 < 

$ = сов (©, 7.). 
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Разности, заключающия р’, 4’, г въ формулахь (90), аналогичны съ 
выражешями проэкй вращательной скорости, съ тою разнидею, что на 
мфстВ величинъ р, 4, ” стоять р’, 4’, И. Поэтому эти разности можно 
разсматривать, какъ проэкши вращательнаяю ускорешя х: 


. ._ а. аг \ 

о 

. . а, 

ФЕ ШС, |. . (93) 
. . |) 

сою +4 | 


Ускореше это перпендикулярно къ илоскостн, проведенной черезь 
точку твердаго тёла и черезь направлеше углового ускоревшя, отложен- 
наго отъ точки №). Кратчайшее разстояше точки тьла отъ направлешя 
углового ускореня ‘равно произведено 7, эп (х,,, 9), гдф г, есть радусъ 
векторъ той точка К твердаго тёла, ускорене которой опредфляемъ. 

Величина вращательнаго ускореня равна: 


. . * хк 
Ф = Чл, в (х,, 9)... . 94 


и направлено оно изъ точки К слфва на право для набяюдатехя, стоя- 
щаго ногами въ Ю, головою по направлеяйю углового ускорен!я и смо- 
трящаго яа точку К. 


Пусть ЕК (черт. 57) есть кратчайшее разстояше точ- 
0, ки К оть мгновенной осн, тогда 


Е я _ ЕК = г, п (9. ©), 

в длина ЮЕ равна: 

ю ЮЕ-==1, 005 (ть. 9), 
Черт. 51. пронзведеше ©, ЮЁ равно 


Ол, сов (7, 9) == РЕ 4 + К. 


Далье р = © сов (©, 5), Е =”, 608 (т, Я), поэтому; 
рае — 9 =. 

= о. бан он йь, 608 (”„, В} = 

== 9 [ЮЕ с0з (95) — ЮК соз (х,,=)]. = 


То, что зифеь стоить въ скобкахь вида [ |, есть проэкщя наз0вь’Е 


геометрической разности между ЮЕ и ЮК, з разность эта равна 


— 129 — 


КЕ, произведеше ся на @* имфетъ направлене отъ А къ Е и равняется 
величин 9’. КЕ или ©*», зп (+, 9). Эта величина имфеть измврен:я 
ускореня. Мы означимь 570 ускора знакомъ си назовемъ чентростре- 
мительнымь ускорещемь. Оно имфеть величину 


Е От, 9), .... (94) 


и направлено отъ тотки А’ перпендикулярно въ мгновенной оси вдоль по 
кратчайшему разстояню КЕ. Послфдья разности въ формулахъ (90) 
суть проэкщи этого ускореня; 


2 с05 (© я) 


р (ФЕН Чт 75) — 9%, 
2008 (6, 1) = 4 (Е + ад-- "0 — 94, | с 95) 
208 (6, 2) = # (2 + а + 7) — 9%. 


Посл этого видно, что формулы (90) опредфляють ускорене т точки К 
твердаго тфла, какь геометрическую сумму трехь слагаемыхь ускоренй: 
` ускорешя ®„ равнаго и параллельнаго ускореню точки Ю), вращатель- 


| 
| 
наго ускореня % точки К и центроетремительнаго ускореня с этой точки. , 


ГЛАВА ГУ. 


Относительное движеше точки по отношеню къ движу- 

щемуся твердому тзлу/или по отношеню къ движущейся 

неизмВняемой средф. Скорость и ускореше относитель- 
наго движенЯ. 


$ 41. Понятие объ отноентельномъ движения. 


Относительное движен!е точки по отношеню въ движущемуся твер- 
дому тВлу есть переходъь ея черезъ точки этого тфла, совершающуйся 
съ теченемъ времени, посл®довательно и непрерывно. 

Положене движущейся точки М въ движущемся твердомь тВлё вы- 
ражается относительными координатами ея Е, 1, © по отношенио въ ко- 
ординатнымь плоскостяжь ТР, РЮЕ, ЕЮТ, неизмфнно связаннымъ 
съ тьломъ. Обрнеьыи | 

Если точка М находится въ относительном чае по отношению 
къ движущемуся твердому тёлу, то относительныя координаты ея по от- 
ношению къ нему суть нёкоторыя функши времепи: 


ЕО, = 30... . 60 


Д. Бобылев. . з 
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Непрерывная лия, которую точка М чертить въ тЪяЬ, называется 
траэкторею отмосштельнаю движеная ея по отношению къ этому тфл 
по исключении времени изъ равенствъ (96), мы получимъ два уравненя 
этой кривой въ относительныхъ координатахъ. 

Принфчан!е. Употреблеше словъ: «твердое тЬло» въ учеши объ от- 
носительномъ движеши сопряжено съ ифкоторыми неудобствами. Мы 
привыкли считать каждое твердое тфло непропицаемымъ и ограниченнымъ 
въ его размфрахь; поэтому, говоря объ относительномъ движен!и, по отпо- 
шенно къ ифкоторому твердому тВлу, нъкоторой точки М, посторонней 
этому тЬлу, мы большею частью предполагаемь таые случаи, въ кото- 
рыхь точка М движется по поверхности тфла или виЪ ого; но когда 
точка М движется внЪ твердаго тфла, тогда опредфлеше отпосительнаго 
движения, данное въ началф этого лараграфа, теряеть смыслъ, 

Во избъжане такихъ неудобствъ, мы пролставимь себф нЪфкоторую 
неограниченную нензмюняемую дешжуииуюся среду, пропицаемую лия” 
точки М и неизмВнио связанную съ твердымъ т5ломЪ; относительныя ко- 
ординаты точекъ этой среды по отношению къ осямъ координать, неиз- 
мЬнно связаннымь съ твердымъ тёломъ, постоянны. 

Относительное движене точки № по отношению къ движущемуся твер- 
дому т%лу есть переходъ ея черезъ точки пеизибилемой леограннченлой 
среды, составляющей одно неизмфняемое цфлое съ твердымъ тВломъ. 


$ 42. Зная движеше твердаго тёла и абсолютное движене точки, 
опредёлять относительное движение ея по отношеню къ этому тёлу. 


Если извфетно абсолютное движене точки М: 


=, у=Ь®, =... 
и абсолютное дважене твердаго тфла или неизмфняемой среды: 
2, = Р, (9; 9» = ЕЁ, (0, | в 


ф=р 8, ж=ь@, э=,. 
то, чтобы получить фупкщи ф, (®), $, (©, $, (®, выражаюлия измфиешх 
относительныхь кобрдинать точки Мех теченемъ времени, надо взять 
формулы (46) $ 26-го: 
= — а). + (9—9) + (2 — гы) № | 
{= (@ — 2) р. + (у — У) щ-- @ — 25) в | * 
=). у, (а), } 


. (46) 


и подставить во вторыя части ихъ функши (1) вмфсто 2, у, г, функци 
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Р, 0, Е, @, Е, (@ выфето 2, У», 2 и фунющи ф, (И, , (В, 9, {0 
выфсто $, ж, з въ выражешя (47)—(55) $ 26-го косинусов АА... У,. 

Если неизифняемая среда движется поступательно, и оси Я, Г, 7 па- 
раллельны осямъ Х, У, #, то формулы (46) (вслёдетве того, что ^,==1, 
Ш у.-= 8 проще шесть косинусовъ равны нулю), приводять къ ра- 
венствамъ: 


= @—4.), ЧЕ) б=@- 4), 
такъ что тогда 


$=А@-— 2, (0, 1=РЫ-Р, (0, = ФЬ-Р,® 
суть уравнешя относительнаго движеня точки. Изъ этихъ уравяенй, по 
исключени #, получимь уравненя траэктор!и относительнаго движешя. 
`Примпры. 
Т) Точка М совершаеть абсолютное движеше по оси У-овъ: 


. 
9 

5, 
неизмфняемая же среда движется поступательно, причемъ точка Ю дви- 
жется равномфрно по оси Х въ сторону отрицательныхь 2-овъ: 


#=0, 


2» = — 9 1 =0, 2 =0. 


тогда относительное хвижеше точки М’ слёлующее: 
. 
9 
=, цб, 6=0. 
Траэкторя относительнаго движения — парабола: 
2 
а 24° 
= т 
2) Абсолютное движене точки М совершается съ постоянною ско- 
ростью по окружности рамуса В вокругь начала координать; 
$ = В с03 р, у= Вяп оф 


ГВ ® величина постоянная, НеизмВняемая среда движется поступательно, 
причемь точка №), остающаяся въ плоскости ХУ, описываеть кругь ра- 
дуса В, вокругь начала координать: 


2», = В, 003 (ФЁ- а), у» = В, 9 (9 а). 
Относительное движене точки М выражается равенствами“ 
=(В-— В, 0630) с08 ®ё + В, 91 о Эа 9$, 


1 =— В, па с03 ®Ё + (В — В,008 2) 3 о. 
э+ 
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Это можно представить еще слфдующимъ образомъ. Положивъ: 


В — В, соза = Оеозт, В, тх = — Рят, 
получим # = рез (+17, 1= яп (9 -Т, 


причемь 1? = В! — 288, соза+ В. 


Стало быть, относительное движене точки М’ совершается по кругу ра- 
дуса Р вокругь точки Ю; это можно еще показать сябдующимт образомъ: 

На чертеж 58-мъ изображены 
круги, описываемые точками Ми А), 
и положещя этихъ точекъ въ какой- 
либо моменть. Уголь МОХ есть 
уголь в, а уголь ЮОМ есть уголь а. 
Послфдвй уголь имфеть постоянную 
величину, а потому разстояще ОМ 
будеть также постоянно. 

3) Абсолютное движене точки М 
совершается по эллипсу, располо- 
женному въ плоскости ХУ, имбю- 
щему центрь въ начал О коорди- 
нать, главную большую полуось 4 
по оси Х, & главную малую полу- 
ось В по оси У, такъ что абсолютное движеше выражается формулами: 


2 = А с03 9 у-= В т в. 


Неизмфняемая среда движется поступательно вмфстЬ съ точкою А), 
которая описываеть эллипсъ, имфюпий центромъ точку О. Большая полу- 
ось этого эллипса имфеть величину @ н составляеть съ положительною. 
осью Х-овъ уголь г, & малая полуось $ составляеть съ положительною 


осью Х-овь уголь (5: < 5). Движен!е выражается формулами: 
2, = @ 005 608 (ё -- Е) — бп = 1 («Ён А), 


Ук 


@ т = 605 (®Ё + #) + 66052 зш («ён В). 


Относительное движене точки № по плоскости ЯТ будеть выражаться 
формулами: 
$: =(4 — асов е с08 В + 6 зп е яп #) сов ®ё + 


— (4 с05 = зд й = Бат = с0$ #) вт ®ё 
1 = — (@ пе с03 В -н 660$ 2 а #) с03 Фё + 


— (В + азтезтй — 6605: 60$ #) эт чё. 
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Эти формулы показывають, что тразвторя относительнаго движеня 
точки № на плоскости 8)’ будеть элкинеъ, нентръ котораго находится 
въ точкф Ю, а величины и направлевя полуосей будуть зависть оть 
величинъ ДА, В, а, в, е, &, 

4) Примфръ относительнаго движеня точки М, движущейся въ пло- 
скости ХУ, по отношеню къ средЪ, вращающейся равномфрно вокругь 
нЪкоторой оси, перпендикулярвой къ плоскости ХУ, 

Пусть точка М совертаеть абсолютное движеше ©ъ постоянною ско- 
роетью по окружности круга радуса (В на), имбющаго центръ въ на- 
чазф координать 0. Движене это выражается формулами: 


2 = (В, + а) со у-—(В, + в) зп 6Ё 


Неизивняемая среда вращается равномфрно вокруг оси, перпендикуляр- 
ной къ плоскости ХУ, проходящей черезъ точку А), находящуюся въ раз- 
стоя (В,-+ В,) оть 9 по положительной оси Х-овъ. Движеше среды 


выражается формулами“ 
2„= В + В, №=0, э= Ты, 
й 


Относительныя координаты точки 2 опредфлятся въ этомь случаз по 


формуламъ: 
Е = (@ — 2.) в083 + (У — ую) 91, 


1 = — @ — 2.) зпэ-+ у — у») с03 3. 


Въ примфнени къ настоящему случаю по этимь формуламъ получатся 
слфлующия уравненя относительнаго движеня: 


Е=(В, + а) сз ВЕ, о — (В, В.) сз В о, - 
: В, . А, 


1 (В, к оды (И «! — (В, +в &, 


Тразкторя относительнаго движения есть одна изъ эротомде. Подь. 
этимь именемь подразумфваются кривыя лини, вычерчиваеныя какою- 
‘ибо точкою круга, катащагося бе5ъ скольженя по другому кругу, непо- 
движному. Точка перваго круга, вычерчавающая на плоскости неподвиж- 
яго круга трохоиду, можеть быть выбрана на катящейся окружности, 
внутри ея или внЪ; въ зависимости отъ величинь радрусовъ круговъ и оть 
положен!я чертящей точки зависить видъ трохоиды. Если точка, находится 
на окружности, то трохоила будеть эпициклоида, когда центрь катяща- 
тоея круга будетъ вяф неподвижиаго, & если пентръ находится ваутри не- 
подвижнаго, то троховда будеть ГИПОЦИклОиДОЮ. 
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$ 43. Зная движене неизифняемой вреды и относительное движен!е 
точки М по отношекию къ ередф, опредлить абеолютное движен!е этой 
ТОЧЕИ. 

Вопросы этого рода обратны вопросамъ предыдущаго параграфа. 

Если знаемъ $, (8), $, (7), $, (0), то, подставивъ ихъ на мфсто коорди- 
нать Ё, 1, © во вторыя части равенствъ (45) $ 26-го, вмфсто 2», Уж, @» 
подставивъ данныя функщи Р, (1), Р, (0, Р, (9), а въ выражен я девяти 
косинусовъ ^,, в.,-..т, подставивъ вмфото 9, ж, э данпыя функщи 
$, ©, 9, ©, (0, мы получииь функщи Г, (0, Г, (©, № (©, которыя п 
будуть выражать законъ измфнешя координать х, у, г точки М въ абео- 
лютномъ движени ея. 


Примьрь. 
Пусть неизмфняемая среда вращается вокругь оси  равномфрно, 
съ угловою скоростью ®, такъ что движене ея выражается формулами: 


Я, =0, \ =0, э= 9, 


а точка ЛИ совертаеть относительное движене, колеблясь по оси Е та- 


кимъ образомъ, что: 
Е= Го ®, п =0, 


тогда абсолютное движен!е ея, получаемое по формуламъ: 


=» + 5089 — (па, 


У = 9» +5903 + 16053, 


будеть слБдующее: 
2 == Г, 03' 9% у Г 008 %Ё ЯП «Ё. 


По исключени времени, получимь слёлующее уравнене траэктори 


абсолютнаго движен1я 
п т . я — и . 
2 у 4 


: РЯ 
Это—кругъ радуса >, щентръ котораго находитея на оси Х-овъ въ 
разстояни =’, такъ что вругь этоть проходить черезъ начало коорди- 
чать О и здЬсь прикасается къ оси У-овъ. 


$ 44. Движене переносное. С®ть, образуемая тразпторнми переное- 
наго движешя н моложешями траэктори относительнаго движеня въ 
иространотва. 

Изь сказаннаго въ предыдущихь парзграфахъ видно слёдующее: 

1) Такь какъ относительное движен!е точки М по отношеню къ не- 
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измфилемому Тлу есть послфдовательный и непрерывный лереходь ея 
черезъ точкн твла, то траэкторя относительнаго движения, проведенная 
черезъ всф тф точки твердаго тёла, черезъ которыл точка М проходить, 
есть кривая неизмЪфняемаго вида, переносимая вмфотВ съ твердымъ т- 
ломъ въ пространств®. ` 

2) Абсолютное движене точки М есть результать соединеня отно- 
сительнаго движешя ея по отноменно къ твердому тВлу, съ другимъ дви- 
жещемь, лазываемымь хереноснымь овижещемь, такъ кавъ послфднее пе- 
реносить траэкторию относительнаго движен!я выфстЬ съ движущеюся по 
ней точкою М вь пространствё. 

Нетрудно дать себВ отчеть въ томъ, какимъ образомь происходить 
такое совдинене движенй и изь соединеня ихъ образуется абсолютное 
движене точки М въ пространств$. 

Пусть #, №, И", №\,... суть нфсколько моментовъ движеня, К’, К,, 
К., К.,... ТВ точки неизивняемой системы, съ которыми точка № ео- 
впадаеть въ эти моменты, Эти 
точки лежать на траэкторм 
относительнаго движеня, ко- 
торая изображена на черте- 
жВ 59-мь въ четырехь раз- 
Личныхь положеняхъ, зани- 
маемыхь ею въ моменты #, 
#, $, и" вь пространствЪ. 
Въ каждомъ изъ этихъ поло- 
жешй мЪота точекь К,, К,, 
К» К, обозначены буквами 
К сь соотвЪтственными точ- 
камъ индексами внизу и ©0- 
отвётетвенными моментамъ времени знаками наверху. Пунктирныя кри- 
выл изображають траэкторш, описываемыя точками К, К, К, К, въ 
ипространств$. 

Въ моменть # точка № находится въ совиздени съ точкою К), & 
такъ кзКЪ въ этоть моменть эта точка занимаеть положене Ку, то въ 
этой же точкф находится и М въ положени №". 

Въ течеше промежутка времени (#'—#) точка № совершить относи- 
тельное движене по дугф К’, К, относительной траэктори и въ моменть #" 
совпадетъ съ точкою К., но послфдняя, описавъ за это время дугу К,К,” 
своей траэктори въ пространств, придеть въ моменть # въ положе- 
ве К,”, гдВ и будеть находиться въ этоть моменть точна ЛМ, въ поло- 
жеши М". 

Такое построеше можемъ распространить на болфе мел е промежутки” 


Черт, 59. 
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времени и тогда получимь болылее число положен точки М въ про- 
странствф. Соединивь полученныя положешя непрерывною кривою, по- 
лучимь часть ММ" траэкторйи абсолютнаго движеня точки М за время 
оть # до #. Далфе подобнымъь же образомь построимь продолжеше 
М"М"М" траэктори абсолютнаго движеншя точки М. 

ВзглянувЪъ на черт. 59-й, мы видимъ, что наше построеше ‹даеть намъ 
въ пространетвф сфть, образуемую двумя вззимно пересфкающимися си- 
стемами кривыхъ лин; одна система образуется положенями, прини- 
маемыми въ пространств» траэкторею относительнаго движен!я (сохра- 
няющею свой видъ), другая система кривыхь образуется тразктотями 
тВхъ точекъ неизмфняемой среды, которыя находятся на траэктори отно- 
сительнаго движеня. Каждому моменту времени соотвтствуеть одна кри- 
вая первой системы и одна кривая второй. Кривыя первой системы суть 
разныя положеня одной и той же траэктоми относительнаго движеня 
и могуть быть названы траэкторями относительнаго движен!я для раз- 
выхь моментовъ, кривыя же второй системы мотуть быть названы траэк- 
торйями переноснаго движеня для разныхъ моментовъ. 


$ 48. Скорость отноентельнаго движения; прозкщи ея па оеи коорди- 
натъ, нензивнно связанныя съ нензмёняемою ередою, п па 06я коордя- 
натъ неподвижныя, 


Абсолютное движеше разсматривается происходящимь въ неподвиж- 
номъ пространств, причем положен1е точки въ немъ опредфляетея а66о- 
лютными координатами, считаемыми отъ неподвижпыхьъ плоскостей коор- 
динать; траэкторёя абсолютнаго движеня есть кривая неподвижная. 

Относительное движеше по отношению къ движущейся неизыфилемой 
«редз разсматривается совершающимся въ этой сред, причемъ положе- 
не точки въ ней опредфляется относительными координатами, считаемыми 
оть плоскостей координатъ, принадлежащихь сред; траэкторя относи- 
тельнаго движеншя есть кривая, неизыфнно связанная съ движущеюся средою 

Цодобная аназомя между разсмотрёшемь абсолютиаго и отвоситель- 
нато движенй можеть быть продолжена и данфе; чтобы дазь опредфле- 
я поняйй о средней скорости и © скорости въ какой либо моменть 
относительнаго движеня, надо повторить то, что сказано въ $8 8—12, 
причемъ слова: «пространство», «неподвижныя оси координать», ‹абсо- 
лютныя координаты», «абсолютное движене», «траэкторя абсолютнаго 
движешя», н проч., надо замфнить, соотьфтственио, словами: «яеизмЪ- 
няемая движущаяся среда», «подвяжныя оси координать», «относитель- 
ныя координаты», «относительное движен!е», «траэкторя относительнаго 
движеШя» и проч.; для избъжашя длинноты повторешя, мы можемъ при- 
вести только самыя опредфленя, безъ объясненй. 
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Средняя отлосительная скорость въ пути, пройденнонъ точкою М въ 
неизиёняемой движущейся средф въ течен!е промежутка времени (#,—& ), 
веть отношеще: 


между длиною ^ пути, пройденнаго точкою М по траэкторйи относитель- 

наго движеня въ течене этого промежутка времени, и величиною самаго 
промежутка; отношене это иметь всегда величину положительную 

Средняя отпосительная скорость переифщеня точки М по ноложи- 

тельному направленшю траэктори относительнаго движещя въ течене 

промежутка времени (1, — {,) есть отношене: 

8—8 

, 

ШВ 


въ которомъ с, и а, означають разстояня, считаемыя, по траэктори 
относительнаго движеня, отъ н%которой начальной точки ©, этой кривой 
до положен, занимаемыхь точкою М въ моменты Ё, и &; по одному 
ваправлению траэктори разстояня оть ©, считаются положительными, 
о противоположному--отрицательными; вышеприведенное отношене мо- 
жеть имфть положительную или отрицательную величину. 

Величина скорости (и) относительно движеня точки М в5 мо- 
ментз $ есть предъль, из которому приближается оредняя относи- 
этельная скорость вь пути, совершаемом точкою М в относительномь 
движение в течене промежутка времени, начинающелося 65 моменть &, 
при уменьшение промежутка 00 нуля, т, е.: 

- А В 
= предёлу Ы] Зо; 
эта величина всегда положительная. 


Предфль, къ которому при этомъ приближается средняя относитель- 
ная скорость перемьщешя, мы будемъ называть относительною скороениыо 
точки М вё моменте { по положительному направлейю относитель- 
ной траэктори; она равна производной: 

45 

& 
и можеть быть положительною или отрицательною, смотря по направле- 
ню относительнаго движения точки въ моментъ & 

Направлеме относительнаю двизюеня точки М, в5 каком: либо 


положени ея, совпадаеть сз направлещемь касательной кз тразктори 
относительнао двиощеня, проведенной изз иоложеня точки М. 
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аз 
Величина скорости # есть абсолютная величина производной аЕ› ТО есть: 


Производныя: 
& 4 4 
Е= 0 = ды... 


суть скорости, по положительнымь направленямт осей Я, У, 2, проэкцй 
движущейся точки на эти оси. 


Скорость относительнаго движеня измфряется тфми же единицами, 
кавъ и скорость абсолютнаго движешя. 

Величиву скорости и и каправлен!е относительнаго движенн точки М 
изображають величиною и направлевемь длины, проведенной изъ поло- 
женшя точки М въ направлеви относительнаго движеня (т. е, по яа- 
правлению касательной къ траэктори относительнаго движен!я) и заклю- 
чающей въ себф столько ОдИНЕКЬ, дин и частей ея, сколько въ ско- 
роети и заключается единице И Й частей ея. 

Эту длину разсматривають, какъ изображеше скорости, приписывая 
ТАКИМЪ образомъ скорости относительнаго движеня нетолько величину, 
но еще и направлен е; какъ то, такъ и другое означають однимь и 
ТВмъ же знакомъ #. ` 

Скорость и, изображенную длиною, можно проэктировать на развыя 
направленя и плоскости, 

Прозэнии скорости относительна движеня на направлещя осей 
координать Е, Г, 2 равны скоростямг проэкий точки М на ть же 
06%; т. е. 


4 вов (м=) = д | 
и с0з (их) = я | (98) 
4 08 (#7) = р: 


Величина скорости и можеть быть выражена слёдующею формулою: 


+ (%) (4... (9 


"-- ИЕ и) (и) & 


Проэкщи скорости относительнаго движеня на неподвижныя оси 
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координать Х, У, Й выражаются формулами: 


в с08 (иХ) = б\у, + =, 


1 05 (У) ==), + т, и» (100) 


Я 


#6 608 (#2) = Е, + м, =, 


Если положеше точки М въ движущейся неизивняемой средф опре- 
дфляется ‚относительными сферическими координатами 7, $, ф, какъ-то: 
фащусомь АМ =», угломъ ф, составляемымъ радусомъ векторомь Ю.М 
съ осью К и угломь $, составляемымь плоскостью 2ЮМ съ плоб- 
костью ЮЕ, то величина скорости относительнаго движешя выразится 


формулою: —_ 
а ан. 101 
и=+ у) + (7) 2? т '(®) . (101) 


3 проэкщи скорости м на координатныя оси А, В, Г этихь сфериче- 
свихь координать выразятея формулами: 


и с08 (иА) = г 


#4 60$ (иВ) = 9 (ие (102) 


‚ 4% 

и 208 (и) = пФ ду , 

$ 46. Завиеимость между скоростями движений абеолютнаго, относи- 
тельнаго и переновнаго. 

Для опредфленя зависимости между скоростями движенй относитель- 
наго и абсолютнаго, возьмемъ производныя по # оть обфахь частей ра- 
венствъ (45) $ 26. Теперь надо имфть въ виду, Что $, у, ©, кавъ отно- 
сительныя координаты точки М, суть величивы измфняюцияся съ тече- 
жемъ времени. 

Получатся елёдующуя равевства: 

(8). = ть 5-ти и ВА, Нури 6 
и уе’ + чьи оу 5 РА, пы, +, | -- 099) 

(27) а" + ВА ++ и, м -- Е, Ч, + 5, 
ЗдЪеь въ лёвыхь частяхь равенствь производныя оть абсолютныхь 


координать поставлены въ скобкахъ, я кромв того, поставленъ индекс @& 
для того, чтобы указать, что это суть проэкши на оси Х, У, Х скорости 
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абсолютнаго движен!я точки М. Величину и направлен:е скорости абсо- 
лютнаго движеня этой точки мы обозначим черезъ $.. 

Умноживъ первое изъ равенетвъ (103) на \„, второе на А„, третье 
из А, сложивъ и имфя въ виду переходь оть формуль (78) въ форму- 
ламъ (79) въ параграфь 38-мъ, получимь первое изъ трехъ слёдующихь 


равенствъ: =: 
+ 4 \ 


#2 
& 

+ 
Е 
4“ 

| 

з 
3 
+ 


4. 608 (5 Е) = : 


9, 608 (9, У) = В» + — + ит .. (04) 


Тю. 


$, 60$ ($. 7) 


Второе и третье изъ этихъ равенствъ получатся по умножени ра- 
венствъ (103) одинъ разъ на и., м» м. и по сложени, другой разъ на 
\„ У, У, И ПО сложеши. 


Первые три члена второй части каждаго изъ равенствъ (104) пред- 
ставляють собою, по формуламъ (79) 8 38, прозкщи на оси 2, №, 
скорости той точки К неизифняемой среды, съ которою въ разсматри- 
ваемый моменть совпадасть точка 24; для отлия обозначимъ эту ско- 


рость знакомъ %,. 


Предыдуция равенства можно теперь написать такт: 


$, 608 (%,, 2) =, 608 (в, ЯН) ни с0$ (м, =), 
Ф, 608 (2, Г) Ь, 60$ (в, У) +1 60$ (и, №), ° - (405) 
$, 608 (,, 2) ==, 608 (9, 2) в с05 (в, 2). 


Скорость $, можеть быть названа скоростью переноснио движеня, 
она совпадаеть со скоростью точки К, касательной къ траэктори этой 
точки. 

Предыдупия равенства выражають, что скорость абеоммотнало дви- 
женя точки М есть зеометрическая сумма изь скорости относитель- 
маю движеня и скорости движеня переноснао, или, что скорость 
абеолютнело движеня есть дюпональ параллелотамма, построеннало 
на скоростять относительной и переносной. 

Обратно, скорость относительно движеня есть зеометрическая 
разность между скоростями абсолютнало и переноснаю движеня или 
равна дипонали параллелорамма, построенною на скорости абсолют- 
наю овиженя и на скорости равной и противоложюной скорости дви- 
эжемя переносноло. 
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$ 47. Годотрафъ скорости относитедьнато двяжен!я. 


Для нагдяднаго представяен!я закона, по которому измфняется вели- 
чина и направлене скорости относительнаго движешя, можемъ постройть 
въ неизизилемой сред годографъ этой скорости, подобно тому, какъ 
строили годографъ абеолютной скорости ($ 15, 16). 

Изъ точки Ю проведемъ длину ЮН равную и параллельную длинЪ, 
язображающей скорость м относительнаго движешя точки М въ мо- 
менть $. То же. самое сдфлаемъ для каждаго момеята времени. Оконеч- 
ности построенныхь и проведенныхь изъ точки № радусовь ЮН,, 
ЮН,,... образують непрерывяую кривую, начерчениую въ неизиняемой 
средф. Эта кривая и будеть годографомг относштельнию движения. 

Координаты (относительныя) точки Н будуть слдующи: 


4 

ы-ша | 

„ти, |. о... 009 
о=Ша. | 


$ 48. Ускореше отнознтельнаго двнженя. Проэкщи его на оби коор- 
дикать, неизизнио связанныя во оредою, на направшение окороети отно- 
сятельнаго двяженя и ка главную нормаль тразктори относнтельнаго 
движения, 


Оть скорости относительнаго движеня переходимъ къ ускореншо отно- 
сительнаго движешя такимъ же образомъ, кажъ это дфлалось для 26е0- 
лютнаго движеня, 

Все, что было сказано въ 58 17—24 славы Н-й объ ускореви а660- 
лютнаго движешя, о проэкшяхь его иа неподвижныя оси коорлинать, 
на касательную и главную нормаль траэктори абсолютнаго движен1я, — 
примёняется слово въ слово къ усворешю относительнаго движеня съ 
замфною годографа абеовютнаго движеня годографомъ относительнаго 
движеня, замфною неподвижных осей осями =, У, 7 и заифиы тразкто- 
Ми абсолютнаго лвижевя траэктомею относительнаго движения. 

Для зраткости будемъ говорить: относительная скорость, относитель- 
ное ускорене, а также переносная скорость, переносное ускорене вм$сто: 
скороеть м ускореше отпосительнаго, скорость и ускореше переноснаго 
движеня. 

Говоря объ относительиомъ ускорения, будемъ здёсь выражаться короче, 
такъ какь пришлось бы повторять сказанное въ 8$ 17—24 главы П-й. 


Величина относительнаго ускорешя равняется дфленной на едипицу 
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времени велизикЪ относительной скорости точки Я, описывающей годо- 
‘трафъ относительнаго движешя. . 

Направлен!е относительнаго ускореня, отложеннаго ‘оть точки М, 
фринимается параллельнымь относительной скорости точки Н. 

Относительное ускорен!е имфеть т$ же самыя измрешя, какая имВеть 
ускорене абсолютнаго движеня. Подобно послфднему, относительное 
ускорене изображается векторомь, отложеннымь, изъ мфста точки М въ 
фл по направлен относительной скорбёти’ и заключающимь вЪ себ 
столько единиць длины и частей ея, сколько въ относительномъ уско- 
ренш заключается единиирускорб и и частей ея. 


Величину и направленя относительнаго ускоревя мы будемъ 0бо-. 
значать знакомъ #. 


Прозкци относительнаго ускоревя на оси Я, Г, 2 выразятся такимъ 
образомъ: 


и 605 (ш, 8) 


пищи, с... 07) 
. а 
# с08 (й, 2) = а ` | 
Величина относительнаго ускореня: 
у... @09) 


Относительное ускорене заключается въ соприкасающейся плоскости 
траэктори относительнаго движешя; проэкши этого ускорешя на на- 
правлеше относительной скорости и направлеще главной нормали этой 
траэкторя выразятся такъ: 


5... 00) 


>|а. 


. . 4 . . 
4 608 (4, и) = в: % с0$ (н, 2) = 


тдф р означаеть величину радруса кривизны относительной траэктори и 
направлене главной нормали оть мфета точки 1М къ центру кривизны. 


$ 49. Теорема Кородиса, выражающая зависимоеть между ускоре- 
ями: абеолютнымь, относительнымъ, перевоенымь и поворотнымъ. 


Возьмемъ производныя по & оть обфихь частей уравненй (103) 
$ 46, получимъ, обозначая производныя второго порядка двумя коммами 
на верху: 
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С таьй А риИчьой а ный +) + 
ть 9, 

о 2 ты + | (о) 

НХ, щи - б, 

А 


а, р, + 5, 


Суммы первыхъ четырехъ членовъ вторыхь частей этихъ равенствь 
тождественны со вторыми частями равенствъ (87) $ 40-го. Мы уже 
знаемъ, что это суть проэкщи на оси Х, У, 2 ускореня той точки 
К твердаго тьла, координаты которой суть & 1, ©, и ©ь которою 
точка М въ разсмалриваемый моменть совпадаеть. Величину и напра- 
вленве этого ускоренёя обозназинъ черезъ 2. Ускореве это будетъ усхо- 
ремемё переносноло движеная. Въ $ 40.мъ было показано, что проэьщи 
этого ускореня точки А (или переноснаго) на оси Е, \, 7 выражаются 
формулами (90) того же $ 40-го. у ` 

Такимь образомъ оказывается, что суммы первыхъ четырехь членовъ 
вторыхь частей равенствъ (110) разяы проэкшямь ускорешя >, на. 
5си Х, У, 2. 


Перенишемь уравнения (110) тавимъ образомъ: 


Е, 9%, = 
ета" = 


. 608 (2, Х) — $, 605 (©, Х) —. 


Е „ 
-2(%ы- м +), 


45 Ф #: : . . * 
ав - а де = 98 ($, У) — в, соз (У) — 
4 4: 4 
2 (и-+а ы+ш У, 
т @ а . . . . 
р А, + дв №, де *, = %, 608 (т #) — 9, 608 (9, й) — 


& 4 & 
—2(% еды ›.). 

Помноживь эти равенства соотвфтственно на ^,, А, ^, и сложивъ, по- 
лучимъ, на основаши равенствъ (56), (57) $ 26-го и выражений (67), (68) 
3 35, первое изъ слфдующихь трехъ равенствъ: 
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т . - . . 4: [19 
т = %, 60$ ($, Е) — в, с08 (9, 8) +2 (; Г —а4 7). 

з в 

Ч о 1) — 2 сов (в, !) чт -ги), (10 
о ( ва 

це 2%. 008 (6. 2) — , 608 (%, 2) + 2 (а —р п). 


Второе равенство (111) получится изъ трехъ вышеприведенныхь послё 
умноженыя ихь на р», и» М, н лослё сложеня; третье равенство изъ (111) 
получится черезь сложеще тёхъ же равенствъ, умножевныхь на У, \,, у,. 

Изь равенствь (111) сяЁёдуеть теорема Корюлиса: Ускорене отно- 
силпельнаго дешженя есть леометрическая сумма, составленная аз уско- 
реня абсолютнало движеня, ускореня равно и прамопротивополож- 
нато переносному, в третьяю ускоренгя, называемало поворотным». Это. 
посдфднее ускореше, величину и направлеше котораго обозначим че- 
розъ {, иметь проэкщями ва оси Я, Г, 2 сльдующя выражен 


$ вов (Ё, э=-П ( пи), 
й сов (%, т) 2 (; и} и р [т} 1), 
# воз (й, 2=-1 ( т +0 


или, но формуламъ (106} $ 47; 


. ._ 2. 
й 605 (1, Я) = — | (Ч6н — тн), 


фоов В) = — р а | › оо 0 
роз ФР = — П] Фи- и) 


Изъ отихъ выражешй видпо, что иоворотное ускореше противоно- 
зожно удвоенной и дъленной на единицу времени оращательной во- 
пруз Ю спорость той точки тверди итьла, в которой находизиея 
точка Н юдорафа относительной скорости, соотефтствующая моменту #, 
Слёдоватецьно, величина поворотваго ускорешя равна Эн, дБленному 
на [1), а направлен!е-противоположно направленю вращательной ско- 
рости я. 

Такъ кабъ м, равио произведешю изъ угловой скорости ® на 
ЮН эп (©, ЮН), направлен же ЮН параллельно направлению отноеи- 
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тельной скорости, а длина ЮН равна [] в, то 


= и (9... ... (13) 


Стало быть, величина поворотнаго ускореня равна удвоенному про-! 
изведеню изъ угловой скорости, скорости относительнаго движеня и синуса 
угла между направлевями мгновенной оси и относительной скорости. 

Поворотное ускореше будеть равно нулю при одномъ изъ трехъ‘ 
усяовйй: 1) когда 9 =0, напр., когда нензмёняемая среда движется по- 
ступательно, 2) когда #==0, напр., когда нфть относительнаго движеня, 
3) когда уголь между и и @® равень нулю, напримёръ, когда направле- 
не относнтельнаго движен[я всегда параллельно оси вращенйя. 

'Изь формуль (111) видно, что когда поворотное ускореше равно нулю, 
то тогда отноептельное ускореве есть геометрическая разность ускоре- 
зй абсолютнаго и переноенахо. 

Эбрвзно; Вели поворотное ускоренёе равно нулю, то абсолютное уско- | 
реве есть дагональ параллелограмма, построеннаго на ускорещяхь отно- 
сительномъ и переносном. " 

Полученныя въ настоящемъ параграфЪ равенства (111) встрёчаются 
въ тёхь вопросахъ механики, въ которыхь опредфляется относительное 
движен!е матеральныхь точекъ или тёль по отношению къ неизм8няемой 
систем$. 

Въ вицу примфноня этихъ равенствъ, представим» ихь въ полномъ видЪ.. 


. . й . а. . 9 
Е сз (2, 8) — 2, 08 (@,, э- (ит) + 


` а 
Е -ри-чи +0? (, м 4 %) .. (115 @) 
` . . . $ ар \ 
Е = 0003 (0, 1) — 0, 608 (@», Г) — (. - Е] + 


а & 
+9 -чш +9 +3 (р “- 7) >, ь 


(о . . 4 
4 рю Бр, (1 Е) 

& # 
ки +2 (19 4 —2) -: 1Ь 9 
риф и. | 


д. Бобылевь. 
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ГЛАВА У. 


О составныхъ движеняхъ точекъ и твердыхъ тфлЪ. 


$ 50. Составное движеше точки, образующееся изъ соединеня двухъ 
воставляющихь движений. 


РазсмотрЬнное въ предыдущей главЪ образован!е абсолютнаго движе- 
мя точки М изъ соединеня относительнаго движевя ея по отпошеню 
къ иЪкоторой движущейся нензмфняемой средЪ и переноснаго движешя 
ея выфстВ съ этою средою, представляеть простёйшую категорпо случаевъ 
соединен!я двухь движешй. 

1) При такомъ соеданеви движенй скорость точки М въ составномъ 
движени есть магональ параллелограмма, построеннаго на скоростяхъ 
составляющихь движенй. 


2) Ускореше въ составномъ движени нб всегда есть Магональ па- 
ралнелограмиа, построеннато на ускорешяхь составляющихь движен!й. 
Еели поворотное ускорене не равно пулю, то ускорен!е составпаго дви- 
жешя равно геометрической сумм ускоренй относительнаго, пережос- 
наго и противоположно-взятаго поворотнаго. 

3) Если неизыВняемая среда движется поступательно, то ускорене со- 
ставного движения есть дагональ параллелограмма, построеннаго на уско- 
ревшяхъ составляющихь движен!: относительнаго и. переноснаго. 


4) Во вефхъ другихь случаяхь соедипешя движешй, при которыхь 
поворотное ускореше постоянно равно нулю, ускорене составного дви- 
женя есть Дагональ параллелограмма, построеннаго па ускорешяхь со- 
ставляющихъ движешй, Таковы, напримфръ, случаи, въ которыхь напра- 
вленце относительнаго движеня параллельно направленю мгновенной оси, 


$ 51. Соетавное движение твердаго тфла, образующееся изъ соедине- 
{я относительнаго движешя этого тёла по отношеню иъ движущейся 
ноизифняеиой средф я изъ нереноснаго движеня вифоть съ этою оредою. 


Мы до сихъ поръ разсматривали относительное движеше одной точки 
М по отношению къ движущейся неизыфняемой средЪ. Предетавимъ 
себф, что имфемъ твердое т№ло, состоящее изъ безчисленнаго множества 
точекь М,, М, М,„,... связанныхь между собою неизмфняемо. Мы бу- 
демъ разсматривать и это твердое тфло тоже какъ неизмфняемую среду 
и будемь называть ее неизм6няемою средою или твердымъ тёломъ (№), 
первую же неизмфняемую среду, въ которой совершается относительное 
движеше тфла (М), назовемъ неизмфняемою средою или твердымъ тВломъ 
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(К), з точки ея будемъ обозначать черезь К,, К, К... При обозна- 
чеши тЪлЪ, а не точекъ, условимся буквы Ми А помфщать въ скобкахъ. 
. Такимъ образомъ имфемъ два твердыхъ тфла: (М) и (К) и можемъ 
имфть въ вилу четыре различныя движеня: 

1) Абеолютное двиокеще твердо тъла (К), 

2) Абсолютное движеще твердею тльла (М). 

3) Относительное движене твердао тьъла (М) мо отношеню . 85 
твердому тльлу (К). 

4) Относительное движене тверда тъла (К) по отношеню кз 
твердому тльлу (М). 

Оба твердыя тВла мы предполагаемь неограниченными, Разсматри- 
ваемъ ихь, какъ дв неизмыфняемыя среды, взаимно проницаюлия одна 
другую, тажь что во всяк моменть во всякой точЕВ пространства на- 
ходятея: одна точка К тВла (К) и одна точка М твла (М). 

Прежде всего обратимъ внимаше на то обстоятельство, что отноеи- 
тельныя движеня № Зи № 4 одинаковы, ио взаимно-противоположны 
въ тоиъ смысл, что относительная скорость и; точки М „ло отношеню 
къ тьлу (К) равна-й противоположна относительной скорости и., совпа- 
дающей съ М точки К въ ея относительномь движеши по отношевю 
въ твлу (М). 

Назовемъ черезь ©, абоолютную скорость точки А и черезъ и, аб60- 
лютную скорость точви М. 

Ицдексы у этихь буквъ суть числа, совпадаюлия съ номерами, кото- 
рыми отифчены четыре движешя, перечиеленныя въ настоящемь пара- 
граф. 

На чертеж 60-мъ точка 4 есть та точка пространства, въ которой 
совыфщаются точки Ми Е; Ао, и Ао, изображають величины и на- 
правленя абсолютныхь скоростей точекь Ми К. 

Окорость и, отиосительнаго движешя точки № по 

отношению къ тьлу (№) есть геометрическая раз- и Ка 
ность скоростей т, и ©, и изображается на черте- 
Ж% векторомъ Аи,, равнымъ и параллельнымь длин® 
#,0., а относительная скорость м, точки К’ ло от- А % 
ношению къ тБлу (М), равная геометрической раз- 

ности скоростей ©, и 9,, изобразится на чертежь < 
векторомь 4, равнымь и параллельнымь длинф и, . 
9.0; поэтому скорости и, и и, равны и прямо-про- Черт. 60. 
тивоположны, 

Изь этого слфдуетъ, что, если въ относительиомь движени твла (М) 
по отношеню къ тёлу (А) вращательныя относительныя скорости во- 
кругь какой нибудь точки В пространства имфють мгновенную ось Ви, 

10* 


2 
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съ угловою скоростью ®, но этой оси, то въ относительномъь движеши 
тва (К) по отношеню къ тёлу (М), вращательныя относительныя ско- 
рости вокругь той же точки В имфють мгновенною осью ту же прямую 
Ве» но угловую скорость ®, равную и противоположную ®.. 


$ 82. боставное движеше твердаго тёла параллельное неподвижной 
злоскоетв, образующевся изъ соедннешя двухь составляющихь движенй 
паралалельныхь той же плоекоети, Тавъ называемое соединеше вращенй 
вокругь параллельныхь осей, 


Твердое тёло, разсматриваемое какъ одно цфлое, не можеть вращаться 
одновременно вокругь двухь или нфоколькихь иеподвижныхь въ про- 
странств® осей; но можеть быть, что твердое тВло вращается вокругъ оси, 
нензыВнно связанной съ другимъ тВломъ, а это послфднее имфеть враще- 
ве вокругь неподвижной въ пространств% оси. 

Соединея!е двухь вращенЙ такого рода вокругъ параллельныхь осей 
представляется при соединеши относительнаго движешя тёла (М) по 

‚ отношеню къ тфлу (К) съ переноснымъ движешемь общимъ съ послфд- 
нимъ тфломт, если и относительное и переносное движене совершаются 
параллельно одной и той же неподвижной плоскости ХУ. Тогда и ©0- 
ставное абсолютное движеше тфла (№) будеть совершалься нараллельио. 
той же неподвижной плоскости, 

Въ $ 30 было объяснено, что въ случав движешя твердаго тёла па- 
раллельно неподвижной плоскости ХУ достаточно раземотруть движеше 
неизмбняемой фигуры, остающейся въ плоскости ХУ и неизмЪнно свя- 
занной, съ твердымъ т8ломъ. 

Представимъ себф, что въ плоскости ХУ движутся дв неизыфняемыя 
фигуры, одна (#), неизмфнно связаняая съ твердымъ тёломъ (К), другая 

(т), неизмзино связанная съ твер- 

дымъ твломъ (М). . 

Пусть (черт. 61) С, есть мгно- 
венный центръ абеолютнаго движеня 
фигуры (#) и С, есть мгновенный 
центръ относительнаго движешя фи- 
гуры (1) по отношению къ фигур» ` 

{#); С.С, прямая линя, проходящая 

черезъ эти центры, Ё— точка иере- 
сфчешя этой прямой съ осью Х-овъ, 

{величина абециесы точки ЕЁ, да. =, Оа.=., а.С.=уь а, б.у 

абсциссы и ординаты центровъ С, и С,. Мгновенныя угловыя скорости: 
®, переноснаго движения, т. е. движеня фигуры (#), и ®,—относитель- 
наго движеня фигуры (2) по отношенйо къ фигур (#) положинъ боль- 


Черт, в. = 
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шими нуля. На чертежь указаны направлемя составляющихь вращен!й. 

Скорости ©, точекъ А’, находящихся па прямой лини С,С., какъ вра- 
щательныя возругь цонтро ©, и имфюця угловую скорость ®,, равны 
произведенямь разстояшй точекъ отъ С, „(ужинринитемыхе) На величину ф,. 
Эти скорости 9, перпендикулярны къ’прямой 0,С, и направлеше такой 
скорости точки А, находящейся въ С,, указано на чертежЪ. Относи- 
тельныя скорости и, точекь М, находящихся на той же прямой, равны 
произведенямъ изъ ®, на велачины разстоящй точекъ отъ С; направле- 
н!я ихъ также перпендикулярны къ прямой и направлене относительной 
скорости точки М,. находящейся въ С.,, указано на чертожЪ. Абсолют- 
ная скорость +, точки М, должна быть равна геометрической сумм% ско- 
ростей и. и т,, а такъ какъ -направяешя этихъ скоростей прямо-протя- 
воположны, то геометрическая сумма приведется къ разности и, —9,. 
Тамъ, гдё эта разность равна иулю, тамъ будеть игновенный центръ абсо- 
лютнаго движешя фигуры (#2). Пусть С, есть именно этотъ центрь; тогда 


®..0,0, =,.0.0,. (14 


тдф 0,0, и 0,С, вуть дливы разстоящй точки С, оть точекь С; и С,. 
'Изъ равенства (114) слёдуеть: | 


ее. (5) 


Теперь, для опредфлевя величины и знака угловой скорости ®, а6со- 
ютнаго движешя фигуры (жи); опредфлимъ величину и направление ско- 
рости и} отноеительнаго движеня точки М,, находящейся въ С,. Эта 
скорость равна и 


и направлена туда, куда показано на чертеж (см. направлене м, изъ 
точки С,). Но такъ какь абсолютная скорость ©, точки К, находящейся 
въ С,, равна нулю, то скорость и, (абсолютная) точки М, имфеть то же 
самое направлен!е; слфдовательно, угловая скорость ®, абсолютнаго вра- 


щешя фигуры (т) вокругь центра С, есть величина положительная, 3 
величина 9. равна: 


9, =е,.6,0; | | - 
стаяо быть о 
®,.0,0, - 
т: а 
бы 00, =0,0,+ 65, 
о. 


в, . 0,0, = в, .6:6, + в, .0,б, 
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отсюда, на основаши равенства (114), по сокращеши общаго множи- 
тела С,С,, получимъ: 


=, +, (еее (В) 


Опредьзимь теперь координаты 2, = Оа, и у, = а,С, точки С. 


Изь подобя треугольниковь Еа,С,, Еа,С» Еа,О, слфдуеть, какъ 
нетрудно видфть: 


6, 
р. 
то есть ас @5, 


& также — 


Изъ этихь равенствъ и равенства (114) получимъ два таюя: 
%; (2, — 2;) ==, (2, — 2), › 


в: (у, — у) = ®, (у, — 9), 


3 изъ нихь 
“ 2, о а 
во, ° 


(ее: ам) 
ЛЕК 


4. = 
©, 


Такимь образомъ мы нашли сл5дующее: 


Если угловыя скорости двухъ составляющихь движенНй фигуры (т) 
имфють 06 положительные знаки (или 06% отрицательные знаки), то 
мгновенный центръь составного движеня находится между мгновенными 
центрами составляющихь движенй, на прямой лини ихъ соединяющей, 
и положен!е его дфлить разстояе между ними въ отношения обратно 
пропоршонаяьномь величинамъ угловыхъ скоростей составляющихь дви- 
жений. 


Угловая скорость составного движения есть сума угловыхъ скоростей 
составляющихь движен!й. 

Формулы (117) совершенно тождественны съ формуламя, выражаю- 
щими координаты центра двухъ параллельныхь силь величинъ ®,, ®,, 
приложенныхь кь точкамъ С, и О,. 

ПростЬйшимтъ примфромъ соединенйя двухъ вращенй въ одну и ту же 
сторону можеть служить передача вращешя оть зубчатаго колеса АА 
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{черт. 62) радуса А, къ зубчатому колесу ВБ ращуса В,, если ось вра- 
щеня второго, проходящая черезь центрь С», находится внутри круга 
большого ражуса В,. Ось перваго колеса проходить черезь центрь С, 
и внутренне зубцы его захватывають наружные зубцы колеса ВВ. Оси 
колесъ параллельны между собою в перпендикулярны къ плоскости чер- 
тежа. Вращешя колесь совершаются 
въ стороны, указанныя стрфлками надъ 
буквами С, и 0,. Въ этомъ случав 
абсолютное движеше фигуры (#) есть 
вращеше вокругь яенодвижнаго центра 
С,› абсолютное движеше фигуры (2%) 
есть вращене вокругь иеподвижнаго 
центра 0,, а относнтельное движеше 
фигуры (1) по отиошенню къ фигур® 
(#) есть вращене вокругь центра 0, 
вЪ сторону, указанную стрФлкою надъ С. 

Перейдемь къ случаямь, въ кото- 
рыхь угловая скорости ®, и ®, на- 
правлены въ противоположныя стороны, какь напримръ на черт, 63-мъ, 
тд >00 и, < 0. 

Въ этомъ случаЪ мгновенный центръ О, долженъ находиться виф раз- 
стоашя С.С, и притомъ съ той стороны продолжешя прямой О,С;, ко- 
торая прилегаеть къ центру съ бёльщею угловою скоростью. Если напр. 
(—®,) > ®,, то мгновенный цевтръ 
находится въ 0, (черт, 63), д 0 Е 2 


Черг, 62. 


и, =, Т. ©: х 
(— в) . 6.6, = в,.0,С,. . (118) 

откуда 

9:0, _ о, 119) 

6.6, (4%) т ‹ 


Черт. 63. 


причемъ С, [22 ‚> С,0.. 
Скорость в, относительнаго движешя точки М,, находящейся въ С', 
направлена изъ С, внизъ и равна: 


(-- ®,). 6.6, 
скорость же у, точки К, равна нулю, поэтому абсолютная скорость 


точки М,, т.е. %,, равна и, и направлена внизъ, значить угловая ско- 
рость в, имфеть знакъ отрицательный и притомъ: 


(—®.). 6,0, =(- ®,). 6,0%; 


ио такъ какъЪ 
— 60, 


0: п —__ 
г (— в). 6.6, — -®,).0,6, = (— в).0,0 


Или ри — — 
‚.0,б; + (-®).0,0, = ®,.6,6,. 


Отсюда, на основаши равенства (118) и посл сокращенгя обфихь частей 
на общий множитель, получимъ 


© =, на, а... (90) 


КромЪ того, получимъ и здьсь ть же формулы (117), потому что изъ 
— в. (#, — 2) =%, @, —#)), 
— в (, — и) =, (9, — 1) 


получатся опять формулы (117). 


` Такимъ образомъ, въ случвяхь противоположнаго направлен!я угло- 


выхь скоростей составляющихь вращенй, приходимъ къ такимъ резуль- 
татамъ: 

Мгновенный дентрь С, составного вращевёя лежить внЪ разстояшя 
0,0, ближе въ тому изь центровь С, и С., вокругь котораго угловая 
скорость имфеть абсолютпо-бёльшую величину, и величины разстоянй 
0.0, и 0,0, обратно пропоршональны абсолютнымь величинамъ соотвфт- 
‚ственныхь угловыхь скоростей составляющихь движенй. 

| Велачина угловой скорости со- 
; стаВНоГО движен!я равна, алгебраяче- 
| ской сумм% угловыхъ скоростей со- 
| ставляющихь движениИ, а такъ какъ 
| одна изъ послфднихъотрицательная, 
то — ариеметической разности ихъ. 

Формулы (117) совершенно тож- 
дественны съ формулами, выражаю- 
щими координаты центра двухь на- 
раллельныхь, но противоположно 

направленныхь силъ. 

Примфромъ соединешя двухъ врашенй противоположнаго направле- 
ыя можеть служить зубчатая передача вращенй между параллельными 
осями, схема которой представлена на черт. 64-мъ. Зубчатыя колеса АА 
радуса В, и ВВ радуса В„ сифпленвыя выступающими внаружу зуб- 
‹цами, вращаются въ стороны, означенныя стрёлками вокругъ неподвиж- 
ныхь осей, перпендикулярныхь къ плоскости чертежа и проходящихъ че- 


Черт, 64. 
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резъ центры О, и С,. Точка С, есть дентрь абсолютнаго вращешя ко- 
леса АА или фигуры (#), точка О,— центръ абсолютнаго вращеня ко- 
леса ВВ или фигуры (1%) и точка С, служить центромъ относительнаго 
вращеяя фигуры (2) по отношению къ фигурь (#). Направлеше отно- 
сительнаго вращеня показано на чертеж» стрёлкою надъ точкою С.. 

Если угловыя скорости ®, и ®, вокругь ыгновенныхь цевтровь О, 
и С, иыфють равныя абсолютныя величины, но противоположные знаки, 
то «+, равно нулю; значить составное лвижеше будеть безъ враще- 
тя, такъ какъ ®, равна нулю ‘и координаты 2, и у, центра 0, безко- 
нечно-велики, т. е., центръ О, находится въ безконечности. 

Можно и прямо показать, что изъ относительнаго вращеня фигуры 
(2%) но отношеню къ фигур? (#) вокругь мгновеннаго завтра © С, (черт. 65) 
съ угловою скороетью ®, = (—®,), соединен- 
нато съ абсолютнымъ вращешемь фигуры (#) 
вокругъ мгновеннаго цеятра С, съ угловою ско- 
ростью ®,, получится поступательное абеолют- 
иое движене фигуры (ж), причемъь направле- 
я скороетей +, всфхь точекъ будуть перпен- 
дикулярны къ СС, и равны ®,.0,С,. Возьмемъ 
какую-либо точку А плоскоств ХУ. Скорость +, 
заключающейся въ ней точки К периендику- 
лярна кь С.А м равна ®,.0,4; относительная Черт. 65. 
скорость и, точки М, находящейся въ 4, 
перпендикуларна къ С.А и равиа о, _®,.0,А, Такъ какъ стороны 45). и 
9:3, треугольника 49,9, соотвфтетвенно пер перпендикулярны къ сторонамъ О.А 
и С.А треугольника САС» то углы А, и С,АС, равны между со- 
бою. Кром того, такъ какь Аи, равна и параллельна 0.0,, то имфется 
равенство: 


поэтому треугольники подобны, а потому 4%, перпендикулярна къ 0:0, и 
величина 9, равна ®,.0,С,. 

Такъ какъ точка А можеть быть взята гдз угодно, то скорости абсолют- 
наго движен!я везхь точекъ фигуры (2) равны и параллельны между собою. 


$ 53. Составное вращательное движене, образующееся из соедине- 
я двухъ вращательныхь движенй вокругъ одной и той же неподвиж- 
ной точки. Такъ называемое воедикон:е врашенй вокругь, переофкаю- 
щихся осей. 

Составное движеше твердаго твла (М) пусть будеть вращательное 
вокругь точки О; оно образуется изъ относительпаго движеня тина (М) 
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по отношение къ твердону тёлу (К) и изъ переноснаго движеня вмфств 
съ послфднимь. Абсолютное движене тфла (К) пусть будеть вращатель- 
ное движене вокругь той же точки О, тогда в относительное движен!е 
твла (М) по отношению къ тблу (К) бу- 
деть также вращательнымь вокругь той же 
Точки. 

Пусть Оф, и Ох, суть (черт, 66) напра- 
влешя мгновенныхъ осей составляющихь вра- 
щей и ®, и в, величипы угловыхьъ ско- 
ростей. Длины О, и Ою, изображають эти 
угловыя скорости въ видВ векторовъ. 

Если на этихь векторахь построить па- 
раялелограмиъ, то} уагоиаль его Оз, будетъ 
направлена по мгновенной оси` абсолютнаго 
вращенья тёла (М а по величин® она бу- 
деть векторомъ, изображающимь величину 
и налравлеве угловой скорости ®,, 

Для того, чтобы доказать первое, возьмемъ какую нибудь точку А на 
этой Магонали Ох.. Абсолютная скорость $, находящейся здБсь точки К 
будеть перпендикуларна &ъ плоскости чертежа, направлена къ зрителю 
и равна: 


Черт. 66. 


9, =. АЕ, =,. ОД за, 
гдф а есть величина угла &, О®,. 


` Относительнал скорость и, точки ЛИ, находящейся въ А, будеть также 
перпендикулярна къ плоскости чертежа, но будеть направлена противо- 
ноложно скорости $, и равна 


и, =®,. АЁ, =в,. ОА зи В, 
гдВ уголь В означаеть уголь ®,Ов,, который, по свойству параллело- 
грамма, равенъ углу ®,®,0. 


По свойству параллелограмма сторона ®,х, равна сторон%® О®,, т. е. 
вектору ‹;; а по свойству треугольника: 


де, _ вю, 

зтВ  эша’ 
то есть: 

_®; — ® 

08 эта’ 
или 


®, та —= ®, 51 В; 


т. в. величины протизоположныхь скоростей 9, им, равны между собою, 
слфдовательно, абсолютная скорость у, точки М равна нулю. 
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Тавъ какъ для всякой точки 4 на дагонали О, и на продолжеи 
ея абсолютныя скорости точекъ М равны нулю, то, слёдовательно, на- 
правлеше дагонали есть мгновенизл ось составного движеня тёла (11). 

Возьмемь теперь одну изъ точекъ В на направлени мгновенной 
оси О®,. ы 

Абсолютная скорость ©, находящейся въ В точки К перпендикулярна 
къ плоскости чертежа, направлена къ зрителю и равна: 


9 =, .ВЕ, = ®,.ОВытт, 
116 1=а--В равень углу «Оо, и равень углу Офю,, такъ что 
510 17 = т Овю,, 


Относительная скорость точки М, находящейся въ В, на мгновенной 
оси Оф, равна нулю; поэтому абсолютная скорость ?, точки М равна 
и параллельна скорости 9,, величина же ея можеть быть выражена такъ: 


9, =,. ВЕ, = в, . ОВзтВ. 


Сольдовательно: —_ __ 
` ею, .ОВзшт = ®,. ОВ эт В. 


Но свойству же треугольника х,Оф,: 
до 


= де, 
50 В 


ет 


Отсюда, по сравнени съ предыдущимъ уравнешемъ, слёдуеть, что длина 
О, изображаегь величину ®,. 


Такимъ образомъ, зависимость между величинами и направлешями угло- 
выхь скоростей: ®, — абсолютнаго движешя твердаго тьла (К), ®, — 
збеолютизго движешя тёла (М) и ®«,— отиосительнаго движен[я твер- 
даго тъла (М) по отношеню къ тВлу (К) выражаются двумя равенствами: 


<. ©. 
о... (190 
18 901 эта 
въ которыхь: 8 есть уголь между направлевями ®, и ®,, 
Т есть уголь между направлетями ; и ®,, 


а есть уголь между направленями ®, и ч,. 


ГЛАВА У1` 


Относительное движене точки по отношеню къ средЪ 
движущейся и деформирующейся безъ разрыва. 


$ 1. Представимъ себЪ изифняемую среду ЛП, которая движется и де- 
формируется непрерывнымь образомъ такъ, что, если черезь точки т, 
т. т... Этой среды будеть проведена какая нибудь непрерывная кри- 
вая лишя, не имфющая ни разрыва, ни излома, то при движеши и де- 
формащи среды кривая эта, перемфщаясь вмБств съ точками т, пы, 
т..., Не получить нигдф ни разрыва, ни излома, хотя будеть изм$- 
нять свой видъ и положеше въ пространств}. 

Пусть точка М имфеть какое-либо абсолютное движенше въ простран- 
ствЪ, заполненномь средою ИП, и пусть эта среда вполнф проняцаема точ- 
кою М. Въ каждый моменть времени точка М будеть находиться въ вЪ- 
воторой точк® пространства и здфеь же будеть находиться какая нибудь 
изъ точекъ т среды И, 

Абсолютное движене точки М есть непрерывный и послфдовательный 
съ течешемъ времени переходъ ея черезъ точки пространства. 

Подъ относительнымъ движешемь точки М по отношению къ сред Л 
мы будемъ подразумфвать непрерывный и послёдовательный съ течетемъ 
времени переходъ ея черезъ точки среды. ` 

Кривая лишя, проведенная черезь всё точки т среды П, съ кото- 
рыми движущаяся точка М совиздаеть при ея движени, будеть тразкто- 
ею отяосительнаго двяженя. Оъ теченемъ времени кривая эта не только 
измфняеть свое положеве въ пространств®, но также и свой видъ, 

$8. Каждое непрерывное движеше съ доформащею непрерывной среды 
можеть быть выражено такъ: 


= СШ, у- р, (466,0, = (а 608,.. (1) 


гдь а, 6, с суть координаты какой-либо точки т среды въ моменть # = 0; 
х, у, # — коордиизты ея въ моменть # {,, /, Г, — непрерывныя функии 
оть четырехь неззвисимыхь перемфиныхъ: а, 6, с, #. Функщи эти должны 
быть таковы, чтобы уравнешя (1) выражали движене любой точки среды. 

Различныя точки среды различаются величинами тавъ называемыхь 
начальныхь координать а, $, с, такъ что свойственныя каждой точкф т 
начальныя координаты суть для этой точки величины постоянння. 

Уравненя траэктори, описываемой какою-либо тозкою # среды прм 
движени и деформащи, получатся по исключени { изъ Уравиенй (0. 
Величины а, 0, с для этой точки будуть постоянны. 
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а . р .* 

Проэкщиу направления осей Х, У, 7 скорости № и ускорешя № этой 

точки т при абсолютномъ движеши ея выразятся частными производными 
функ И, Г, № пой 

9х бу 9: 

44 с0$ (4, = в 9 = й ... 

08 (1, Х) #: 08 (№, У) = Я, сов (№, #) = Е 

97а 


12 08 (1, 2) = 9 


. :) 
20 05 (#6, У) = я, 


. В р. 
0 60$ (в, Х) = 72, 

8 3. Относительное движене точки М по отношению кь сред И 
станеть извзетнымь, если мы будемь знать, съ какими точками среды 
совпадаеть точка М въ разные моменты времени. 

Положимъ, что известно абсолютное движеше точки М, координаты 
которой мы условимея обозначать черезь Хи, Ум, 2и; пусть абсолютное 
дДвижене ея выражается такъ; 


Фи = Е, (0, ун= 1, (0, в =, . (2) 
гдё Р, Ё, Е, суть данныя фунвщи оть #. 


Условимся обозпачать черезъ © и © скорость и ускореше абеолют- 
наго движения точки М. Проэкцши ихъ на оси координать выразятся такъ: 


Че 
& 


Чух Чек 


9 05 (9, Х) = $608 (9, У = `2 608 (9, 2) = д 


. .. 45 . . Фу + р 425 
$ 603 (©, Х) = ат” 4 605 (5, У) = т › 4 603 (®, #) = ЯР“ 
Примъчаще. Здфсь и въ дальнфйшихь частяхь этой кииги прихо- 
дитен обозначать различнымь образомъ частныя производныя и полныя 
производныя. Частныя производныя будемъ обозначать помощью круглыхъ д. 
Напрамёръ, частныя производныя оть Г, (а, 6, с, #) по а, 6, с, & будуть 
писаться такъ: . , 
9, 9, 98. 90.. 
`д%’ 96’ 66’ 
Если а, 6, с суть нзкоторыя фуньши оть #, то полную производную 
оть {, по # напищемъ такъ: 
аГ, _ 97, ‚ 0, а, 01, & ОГ, 4 
| таить м’ 
Если фунющя зависить только оть & какь напримфрь фувкщя #, (9, 
то производную ея будемъ писать так 
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Если извзстно абсолютное движене точки М, то есть, известны функ- 
щи Р,, Р, Р., и если извфстно движене среды №, то есть, извзетны 
функши Г, Г», Г» То можно будеть опредфлить: 

Начальныя координаты @,, 6, с, той точки т, съ которою совпа- 
дала точка М въ моменть #0. 

_ Намальныя координаты аз, 6х, ст той точки и, съ которою будеть 
совпадать точка М въ моменть # = т. 

Опредфлене этихъ начальныхь координать можеть быть сдёлано сл- 
дующимъ образомъ. . 

Величины ах, бт, с‹ и моменть ^ должны удовлетворять равенствамъ: 


В, (в) = И (аъ, вк, ст, 7), | 
1, (<) == Г, (аз, ва, т, ее. (8) 
Р, (т) = Г (а, бк, вт, *), 

выражающимъ, что въ моменть # =: точка М совпадаеть съ точкою тт. 


Если рёшямъ эти равенства относительно 4=, 6, с‹, то поелдыя 
выразятся функщями оть т: 


а =, (т), бк ==, (<), =, (3)... 0. 4) 


Эти послВдня равенства примВнимы ко всякому моменту времени и 
опредфляють начальных координаты той точки, съ которою совпадаеть М 
въ этоть моменть. Равенства эти должно разсматриваль, какъь неленыя 
уравнемя относительнало движеная точки М. ° 

Если изъ этихь уравневй исключить т, то получимъ уравнемя, евя- 
зывающя назальныя координаты тЪьхъ точекь т среды, которыя нахо- 
дятся на траэктоши относительнаго движеня. Это будуть уравнения по- 
ложемя въ пространствЪ отноеительной траэкторш въ моменть # = 0. 


$4. Во время движешя относительная траэкторя будетъ состоять 
изъ того же ряда точекъ т, изъ которыхъ онз состоить въ иоменть #—0. 
Движеня этихъ точекь выразятся тфми же уравневями (1), въ ко- 


торыл надо подставить выфото а, $, с фувющи ф, (1), $, (1), , (1); 
это будуть уравневя такя: 
= ($), $ (®), 3, @®, В, 
ур, © ®, +6) вы В ` 9 
# = 1 ($, (©), ф, (®), фз (®, 9 
Есни дадимь здфеь т какую нибудь постоянную величину, то это бу- 


дуть уравненя движеня той точки их среды, черезъ которую точка М 
проходить въ моменть $ = т. - 
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Исключивь изъ нихъ время $, получимъ два уравнешя 
8, дуао=0 Бщуво=о... .. 0) 


той траэктори, которую описываеть точка ть. 


Если же разсматривать # какъ постоянную величину въ уравнен!яхь (4) 
И исключить изь нихъ т, то получимъ два уравненя: 


Ф,ииьв) 0, Фу, 8) 


выражающя ВИДЪ И положен!е въ пространств в5 моменте & относи- 
тельной траектории. 

Уравненя (4), при постоянномъ # и перемфнномъ т, выражають то 
абсолютное дхвижеще, которое совершала бы точка М, если бы: 1) среда Й 
уже съ самаго начала движен!я находилась въ томъ положени, которое 
она имфеть въ моменть #, и 2) вели бы точка М при этомъ совершала, 
70 отлосительное движеше по отношеншю къ сред ИП, которое она со- 
вершаеть въ д®йствительности, т, е., если бы она при такомь вообра- 
жаемомъ движеши проходила весь рядъ точекь т, образующихь отнови- 
тельную траэкторю, проходила бы ихь въ томъ же порядки въ тВ же 
моменты т, въ каюе она проходить въ абсолютномъ движени. 


88. Абсолютное движеше точки М можно разсматривать, какъ со- 
ставное изъ относительно движеная по отношеню къ средь ИП и изъ 
переноснаю движешя вмфоть съ этою средою. 

`Подз относительною скоростью и под; относительным ускорещем 
точки М в какой нибуф моменть времени # будемё подразумпвать 
эту скорость и то ускореме, которое имъла бы точка М, если бы 
переносное движене сз этою момента прекратилось; при этомз пред- 
полазается, что точка М пуоболжаетг то воображаемое движете, 
0 хоторомз зоворилось в конц предыдущео параграфа. ` 

Чтобы опредёлить проэкши на оси координать относительной ско- 
рости и и относительнаго ускорешя #, яздо ввять производныя перваго 
и второго порядка оть уравнешй (4) по т и затВмъ положить т =. 


Такимъ образомъ получимъ: 
95 аа 04 94 


моя (4 Х) рита й, '` 9 

Ге ду 4 дуа . 

1 с08 (м, У) Мини, - (1,8 
„ 92 аа 92 4 924 

и 08 (м, 2) = ата тии, ‘19 
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у а 4 ас 
гл пя, ®, фе ©) 0.... ® 
& ф & 


Направлене относительной скорости совпадаеть съ направлешемъ ка- 
сательной къ положению отноеительной траэктор въ моменть #. 
Проэкщи ускорешя относительнаго движешя выразятся такимъ обра- 
зомъ, что проэкшя на ось Х-овъ будеть: 
. : де Ра 9 8% 9 4 
о (9) = о рт а Тб ап 


Фа (4в)* ‚д [68 де | @е)* 
2 ды (*) 2 а (+) ав (1 | 

[= 4% 4 да 4 Ча 0% 4 & 

550 @ и + 60а @ @ \ бад @ @ 


| . (9,9 


Проэкди ускорена м на оси У и 2 выразятся подобными же фор- 
мулами, въ которыхъ взяты частныя производныя оть у и ОТЪ 2. 


$6. Под скоростью и ускорешемз переноснело движеня точки М 
85 момент $ будем подразумъеить скорость и ускореше, которыя 
имъла бы точка вз этотз моменто, если бы, начиная с5 нео, прекра- 
тиелось переносное движенще. Оно прекратится 05 момента 6 если 
точка М, начиная с нео, останется в постолнномь совпадещи сз тою 
точкою т, в5 которую она приила. 

`Проэкцуи скорости # и ускореня й переноснаго движен1я получатся, 
асли въ уравпешаяхъ (А) взять производныя по # и затЪмь положить 
т= во онВ уже получены выше въ параграфЬ 2-мъ, 


$ 7. Проэкщи скорости абсолютнаго движеня › точки М на оси 
координать съ одной стороны равны производнымъ по # оть функшй Ё 
(и уже такъ выражены въ $ З-мъ), съ другой стороны, онф могуть быть 
выражены, какъ производныя отъ уравнений (4), если въ нихъ передъ 
этимъ двйстыемъ подставить # вмЪего т. Такимъ образомъ, получимъ. 
слёдуюпия равенства: 


ати 9% 00 ав 0% 4 9% 4 


9 сов (©, Х) = 1 т щтишгиж’, 
бу _ д, д а, 9% 9 
м У р ить Ри Ш’! (В 


р Чаи 92 02 да 02 @8 98 4 
то 2) — п тиши ита @' 


Иифя въ виду предыдулбя выражен я, мы отеюда заключаем, что. 
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скорость абсолютнаго движеня точки М есть геометрическая сумма ско- 
ростей составляющихь движешй, относительнаго и переноснаго,“ или, 
можно сказать, даговаль параллелограмма, на нихъ построеннаго. 

$ 8. Прозкщи абсолютнаго ускореёя М могуть быть съ одной сто- 
роны выражены, какъ производныя второго порядка по # ОТЬ Хи, Ум, #н› 
что ужо сдфлано въ $ 3-иъ. Съ другой стороны он могуть быть полу- 
чены, взявъ производныя второго порядка по & оть равенствъ (4), если 
въ нихъ передъ этимъ дёйстнемъ замфнить т черезь &. Такимъ образомъ 
получимъ: 


2 608 (@, Хх) = 2 соб (=, Хх) + и 608 (#, Хх) + 
2 [9% аа 9% @6 9% ас 
ы Е 

2 05 (5, У) = % 605 (2, У) + # воз (и, У) — 


9, аа Фу 4% Фу @ уз 
+2 (ия тя Шея #) -... (0,2 


$ сз (е, 2) = ® 05 (и, 7) + # 603 (#, й) + 
02 а 02 4 фг @с 
(минчан тия я). 09 
Отсюда видно, что ускорен!е абсолютнаго движеня точки есть геометри- _ 


ческая сумма трехъ ускорешй: относительнаго #, переноснаго № и третьяго, 
противоположнаго ускореню Ё. проэкщи котораго выразятся такъ; 


9% аа 9% 4 95 “) 

Ввоз (В, Х) 2 (ие вв и * 95 4 
[99 @ Фу №, дв 

В свз (В, У) 2 (ль #8 @ * 9 и 
й 92 в 92 № 9'2 4 

В с0$ (В, 2) 2 (= & "926 @ "906 +. 


Ускореше В, въ случав нензм®няемости среды, обращается вз по- 
воротное. 

Вь самомь дВлЬ, въ этомъ случав, если взять за оси Е, Г, 7, не- 
изивняемо связанныя съ твердымъ тВломъ, таюя оси, которыя въ мо- 
менть #=0 параллельны неподвижнымь осямь, такъ зто при # — 0. 

а=Ё ё=1 ве=Ъ 


А. Бобыдевь, и 
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тогда уравнешя (1) будуть имфть видъ: 
| = -+ В. тр. 
уу В, р, +, 
= +, + пр. +5. 


а проэкщи ускорешя В будуть: 


2 о, ад 
Вов (В, Х) = 2 (% ват ит 
ит. д. 


и отсюда 


по [+ 1 
Вов (В.В) =2(; #— 
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Понятее объ относительном движени . . 

Зная движен!е твердаго тЬла и абсолютное движение точка, сорт отно- 
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